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                                                          Свириденко Олена Леонідівна,   

                                         вчитель математики

                                                        Кіровоградського обласного

                                        загальноосвітнього

                                                                навчально-виховного комплексу   

                                                                   гуманітарно-естетичного профілю

                                                                    (гімназія-інтернат-школа мистецтв)

Модульна розробка по темі: «Початки стереометрії»

(геометрія, 10 клас)

Лекція №1. Аксіоми стереометрії
( 2 години).
Обладнання: комп'ютер, пакет демонстраційних програм, моделі 

                        многогранників.
Мета: ознайомити учнів з найпростішими фігурами в просторі, базисними твердженнями, основними об'єктами стереометрії і правилами їх зображення.

План.
1. „Вихід в простір”.

2. Про стереометрію.
3. Аксіоми стереометрії:
                                     ♦ площини;
                                     ♦ перетину площин;

                                     ♦ належності прямої площині;

                                     ♦ розбиття простору площиною.
Не секрет, що багато учнів не мають достатньо розвинуту просторову уяву. На першій лекції учням пропонуються нестандартні задачі для розвитку просторового уявлення, завдання, які „виведуть” думку учнів в простір.

Завдання 1.

Розділіть сир трьома розрізами на вісім частин.
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Завдання 2.
З шести сірників складіть чотири правильних трикутника так, щоб стороною кожного був цілий сірник.( Правильний тетраедр з ребром, яке дорівнює довжині сірника).

Завдання 3. 

Які кубики відрізняються від першого тільки розміщенням у просторі?
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Завдання 4.

Скільки граней у шестигранного олівця?(Вісім, якщо олівець не підточений)

        Завдання 5.

        Які з фігур на малюнку є розгортками куба?

        
[image: image1]
                 1                                    2                              3                           4
           На другому етапі лекції вчитель розповідає про стереометрію, проводячи аналогію між основними поняттями планіметрії і стереометрії.

             Геометрія на площині - планіметрія, геометрія в просторі – стереометрія (від грецьких слів „стереос” – просторовий, „метрео” – вимірюю). В планіметрії площина розглядається сама по собі, незалежно від оточуючого простору, але ми все ж таки пам'ятаємо, що площина розташована в просторі і, що в ньому багато площин. Таким чином, в геометрії площина – це фігура, на якій виконується планіметрія. Можна не пам’ятати всіх аксіом планіметрії, необхідно тільки розуміти, що площина – це фігура, в якій точки, прямі, відрізки, кути з їх основними властивостями, а за ними і інші відомі фігури: трикутники, кола і так далі. Властивостями цих плоских фігур, теоремами про них, доведеними в планіметрії, ми будемо постійно користуватись.
 Важливими об’єктами стереометрії є просторові фігури, які не належать ні якій площині: наприклад, куля, сфера, куб, паралелепіпед, призма, піраміда
 ( показати моделі цих просторових фігур або продемонструвати їх зображення за допомогою комп’ютера). 

         Дамо описи деяких многогранників, тому, що на перших уроках будуть розв'язані задачі з використанням цих просторових фігур.

Куб – це многогранник, у якого шість граней і всі вони квадрати.

Паралелепіпед – це многогранник, у якого шість граней і всі вони паралелограми. У прямокутного паралелепіпеда всі грані - прямокутники.

n-кутна призма – це многогранник з n+2 гранями, з яких дві, які називаються основами, -  рівні n-кутники, а інші n граней – паралелограми, які називаються бічними гранями призми. Таким чином паралелепіпед – це призма, в основі якої -  паралелограм.

Правильна n-кутна призма – це така призма, у якої всі бічні грані – прямокутники, а кожна основа – правильний n-кутник.

Піраміда – многогранник, у якого одна грань многокутник, а інші – трикутники з спільною вершиною. Перша грань називається основою піраміди, решта – бічними гранями, їх спільна вершина називається вершиною піраміди. Сторони граней піраміди називаються її ребрами. Найпростішим видом пірамід є трикутна, яку називають тетраедром (чотиригранник).
Правильна піраміда – це піраміда, основа якої правильний многокутник, а всі бічні ребра рівні.

Правильний тетраедр – це тетраедр, у якого всі грані – правильні трикутники.

При зображенні неплоских фігур ми будемо користуватись найпростішими правилами:
1. Площини на малюнках зображають іноді у вигляді паралелограма, але

     частіше у вигляді довільної області.
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2. Паралельні прямі (відрізки) на малюнках зображають паралельними відрізками.
3. Середина відрізка зображається як середина його зображення.

Всі фігури, які належать площині, називаються в стереометрії так само, як і в планіметрії: відрізки, трикутники, кола і т.д. Найпростішими фігурами в просторі є точка (позначаються великими латинськими літерами А, В, С...) і площина (позначаються грецькими літерами α, β, γ...).
Площинами називають фігури, на яких справджуються аксіоми стереометрії.

АКСІОМА 1 (площини  С
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). 
В просторі існують площини. Через кожні три точки простору проходить площина.

                     Позначення:                                                             
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    А є α 

(точка належить площині α).

    а є α 

(точка належить площині α).

                                                                                         площині α).

                                                                                                                                                   Із аксіоми випливає:

1) площина проходить не тільки через кожні три точки, а через кожні одну або дві точки;
2) множина точок простору нескінченна ( в просторі є площини, а на кожній площині, як відомо з планіметрії, множина точок нескінченна);

3) в просторі через кожні дві точки проходить пряма (на площині через кожні дві точки проходить пряма).

АКСІОМА 2 (перетину площин С
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).
Якщо дві площини мають спільну точку, то їх перетин – спільна пряма.
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      Те, що перетин площин α і β є їх спільна пряма, означає, що вона є прямою як на одній, так і на другій площині і найкоротша відстань між двома їх спільними точками А і В на площині α така сама, як і на β. Для інших поверхонь це може бути зовсім не так. Найкоротший шлях від А до В на поверхні β іде по дузі АВ, а на площині α – по відрізку АВ.

       В аксіомі 2 йдеться про те, що у цих площин немає спільних точок, крім точок на їх спільній прямій.

Визначення. Дві площини, які мають спільну точку (тобто спільну пряму), 

                      перетинаються.
        Із аксіом 1 і 2 випливає, що для кожної площини α в просторі існують точки, які не належать α. Дійсно, за аксіомою 1 в просторі існує хоча б одна площина β, відмінна від α. Якщо α і β не мають спільної точки, то кожна точка площини β не належить α. Якщо ж α і β мають спільну точку, то вони перетинаються по прямій. Тоді будь-яка точка площини β, яка не належить цій прямій, не лежить в площині α.

АКСІОМА 3 (належності прямої площині С
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).

Якщо пряма проходить через дві точки даної площини, то вона належить цій площині.
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Визначення. Пряма і площина, які мають єдину спільну точку 
                       перетинаються.
       Перед тим, як сформулювати аксіому 4, треба згадати про аналогічну аксіому планіметрії.
        Півплощина, обмежена прямою а, має такі властивості:

1) вона містить пряму а, але не співпадає з нею;
2) якщо точки А і В належать півплощині, але не прямій а, то відрізок АВ не має з а спільних точок;
3) якщо точка А належить півплощині, а В - ні, то відрізок АВ має з прямою а спільну точку.
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 Визначення. Півпростором, обмеженим площиною α, називається фігура із 

                       наступними властивостями:
1) вона містить площину α, але не співпадає з нею;
2) якщо точки А і В належать фігурі, але не площині α, то відрізок АВ не має з α спільних точок;

3) якщо точка А належить фігурі, а В – ні, то відрізок АВ має з α спільну точку.
                                                                                          A 
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         АВ ∩ α = С                                                                       АВ ∩ α

АКСІОМА 4 ( розбиття простору площиною С
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).

Кожна площина розбиває простір на два півпростори.

        З цієї аксіоми випливає, що:
1) для кожної площини α існує рівно два півпростори, обмежені площиною α, вона є їх спільним кордоном, а їх об’єднання складає весь простір;
2) фігури лежать по один бік від площини, якщо вони належать одному з півпросторів, обмежених даною площиною.
АКСІОМА 5 ( відстані С
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).

Відстань між будь-якими двома точками простору не залежить від того, на якій площині, де містяться ці точки, вона виміряна.
          На кожній площині будь-яким двом точкам відповідає додатна величина – відстань між двома точками, тобто довжина відрізка, який їх з’єднує. Хоча ті точки належать різним площинам, відстань між ними на кожній з цих площин буде однаковою.
          Ця аксіома дозволяє порівнювати фігури на різних площинах, застосовувати теореми про рівність і подібність трикутників, розташованих в різних площинах.

Визначення. Дві фігури називаються рівними, якщо існує відповідність між 
                       їх точками, при якій відстані між парами відповідних точок 
                       рівні.
Визначення. Фігура F
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 називається подібною фігурі F з коефіцієнтом к > 0,  

                       якщо кожній точці фігури F можна поставити у відповідність 
                       точку фігури F
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 так, що для кожних двох точок X і Y фігури F і 
                       відповідних їм точок X
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 і Y
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 фігури F
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 має місце рівність 
                       X
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Завдання для закріплення
1. Сформулюйте аксіоми стереометрії.

2. Наведіть приклади моделей, які ілюструють аксіоми стереометрії.

3. Запишіть в символьній формі і виконайте малюнки:

        ♦ площина α проходить через точки А і В і не проходить через точку С;

        ♦ пряма АВ перетинає площину α в точці О;

        ♦ площини α і β перетинаються по прямій а.

4. Прочитайте символьні записи, виконайте малюнки і доведіть твердження:

        а) Дано: а ∩ α = А;  в ∩ α = В;  а ∩ в = С;   С 
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 α. Доведіть, що В 
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 а.

        б) Дано: α ∩ β = а;  М є α;  М 
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 а. Доведіть, що М 
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 β.

Домашнє завдання. 
Скласти опорний конспект до лекції.
1. В просторі задана деяка пряма. Наведіть приклад такої поверхні, яка з цією прямою має: а) рівно одну спільну точку; б) рівно дві спільні точки;
     в) рівно n спільних точок; г) нескінченну множину точок.
2. В просторі задана деяка площина. Наведіть приклад такої неплоскої лінії, яка з цією площиною має: а) рівно одну спільну точку; б) рівно дві спільні точки; в) рівно n спільних точок; г) нескінченну множину точок.

Практичне заняття №1. Аксіоми стереометрії.
Перерізи многогранників
( 2 години).
Мета: сприяти набуттю вмінь і навичок учнями по застосуванню аксіом стереометрії до доведення тверджень, розв’язування задач, зображення многогранників і побудови їх перерізів; розвивати мову, мислення, пізнавальний інтерес, активність і самостійність.
І. Перевірка домашнього завдання
ІІ. Актуалізація опорних знань
          Пропонуємо учням сформулювати аксіоми стереометрії, зробити відповідні малюнки і символьні записи до них. Потім учні дають усний опис властивостей многогранників за моделями (прямокутний паралелепіпед, трикутна призма, куб, тетраедр, п'ятикутна піраміда, правильний тетраедр).
ІІІ. Мотивація навчання
           Аксіоми стереометрії – це той фундамент, на якому будується теорія геометрії в просторі. Зображення многогранників і їх перерізів допоможе нам в розв'язанні багатьох прикладних задач, можливо пов'язаних з вашою майбутньою професією. 
 ІV. Набуття вмінь і навичок
Пропонуємо задачі, які підібрані за зростанням рівня складності. Розв'язання відбувається під керівництвом вчителя з обов'язковими символьними записами.

1. Чи можна провести площину через три точки, які належать одній прямій? А через чотири точки, які належать одній прямій? Якщо можна, то скільки?

2. Задача-жарт. Три мухи розлетілися в різні боки. За яких умов вони будуть в одній площині?

3. Скільки площин можна провести через дві дані точки?

4. Чотири точки не лежать в одній площині. Скільки площин можна провести через трійки цих точок?
5. Доведіть, що в просторі існує безліч площин.

6. Точки А, В, С, D не лежать в одній площині. Доведіть, що ніякі три з них не лежать на одній прямій.

7. Дано дві прямі, які не лежать в одній площині. Через кожну з них проведено площину, що перетинає другу пряму. Доведіть, що пряма перетину цих площин перетинає кожну з даних прямих.

V. Сприйняття та усвідомлення поняття „переріз многогранника”
       Використовуючи аксіому 2 про перетин в просторі двох площин, можна знаходити перетин площин з многогранниками – перерізи многогранників.

Визначення. Перерізом фігури F площиною α називається фігура, яка 

                      складається із спільних точок фігури F і площини α.
Задача №1. Нехай РАВС правильний тетраедр, точка О – центр грані АВС, точка К – середина ребра АВ. Намалюйте переріз тетраедра площинами: а) АРО; б) КРО. Намалюйте спільний відрізок цих перерізів.
                            Р                                                     
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                                                                         Звертаємо увагу учнів на видимі і 
                                                                          невидимі лінії, зображення медіан 
                                                                         трикутника АВС, доцільно

                                                                          використати кольорову крейду.
                                                                          При розв'язуванні можна поставити
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А                                                              B      такі запитання:        

                                O   
                                                                                 1. Яка спільна точка площин
               К                                                                (АРО) і (СРВ)?  
                                                                                 2. Чи мають спільну точку
                                                                                 площини (СРО) і (АРВ)?
                                                                                 3. Який відрізок спільний для 
                                                                                  трикутників АРМ і СРК? 
 Розв'язуємо задачу на готових малюнках. Можна використати демонстраційну програму на комп'ютері.
Задача №2. Учень намалював переріз тетраедра площиною, причому на малюнку а) точка Q – в грані АВС, на малюнку б) точка К – в грані РАС, на малюнку в) точка К – в грані РАС, точка L – в грані РВС, на малюнку г) точка К – в грані РАВ, точка L – в грані РАС, точка М – в грані РВС. Чи є помилки на малюнках?
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Задача №3. Нехай РАВС – правильний тетраедр з ребром а. Точка М – середина ребра РВ, L – середина ребра АС, точка К – середина ребра ВС, точка N – середина ребра РА, точка О – середина ребра РС. Знайдіть довжину спільного відрізка таких перерізів тетраедра: а) АМС і РLВ; б) РКА і РLВ; в) РLВ і СМN;

г) РLВ і ВND; д) РLВ і МNВ; е) АСМ і ВLD; є) АКD і ВNL; ж) СМN і КОL; 

з) КМN і АМС.
Колективно розв’язуємо а).
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З’ясовуємо, що спільний відрізок перерізів АМС і РLВ – відрізок LМ. Розглядаємо трикутник АМС: АМ = СМ (медіани рівних рівносторонніх трикутників),          P                                       
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Робота в групах (розв'язуємо приклади б, в, г, д). 
Домашнє завдання
1. Учень намалював переріз куба площиною. Чи є помилки на малюнках?
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2. задача № 3 (е – з).
Практичне заняття №2. Задавання прямих і площин в просторі

                                             ( 2 години)
Мета: ознайомити з найпростішими наслідками з аксіом стереометрії, які 
           стосуються прямих і площин, вчити обґрунтовувати висновки, 
           узагальнити способи задавання площин і прямих в просторі; розвивати  

           логічне мислення.

  І. Перевірка домашнього завдання 
Зошити для самостійної роботи учнів збираємо для перевірки.
ІІ. Мотивація навчання
        Логічно струнка система теорем – це основний зміст курсу стереометрії.
Всі теореми стереометрії можуть бути доведені за допомогою початкових понять і аксіом. Сьогодні ми доведемо найпростіші теореми стереометрії – найближчі наслідки з аксіом. Кожна з цих теорем – це спосіб задавання площин і прямих в просторі.

ІІІ. Отримання і усвідомлення нових знань
ТЕОРЕМА 1. В просторі через будь-які дві точки проходить єдина пряма.

Доведення. Нехай А і В – дві дані точки. За аксіомою 1 через них проходить деяка площина α. На площині виконується планіметрія, тому через точки А і В в площині α проходить деяка пряма а. Доведено, що через будь-які дві точки в просторі проходить пряма. Доведемо, що
вона єдина.  Нехай, крім прямої   а,  через                              
точки  А і В  проходить ще одна пряма  в.                                α
За аксіомою 3 пряма, яка має з площиною                                              •   B
дві спільні точки,   належить цій площині.                                        a 
Тому  в  міститься  в площині  α.    Але на                       A    •
площині  виконується  планіметрія, тобто

через дві точки А і В проходить єдина пряма а.

Визначення. Дві прямі, які мають єдину спільну точку – перетинаються.
Довівши теорему 1, можна говорити про прямі в просторі ( не обов'язково  розглядаючи їх як прямі на площинах) і задавати пряму будь-якою парою точок.

Позначення.  Пряма АВ:   (АВ) або а.
Способи задавання прямої:

                                     ♦ двома точками;

                                     ♦ двома площинами, що перетинаються.

Задача 1. Намалюйте чотирикутну піраміду РАВС, основою якої є довільний чотирикутник АВСD. Намалюйте пряму, по якій перетинаються площини:

 а) (РАС) і (РВD); б (РАD) і (РВС).
                          P
                                         В
                                          
                                                                              а) (АС) ∩ (ВD) = Е;

                                          E                       С            (РАС) ∩ (РВС) = (РЕ).
        А                                                     
                                      D
                                                                   
                                         P     

                                B                  

                                                        M                    б) (DМ) 
[image: image28.wmf] (АР);
    A                                            C                            (СМ) 
[image: image29.wmf] (РВ);

                                                                                 (РАD) ∩ (РВС) = (РМ).
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ТЕОРЕМА 2. Через три точки, які не належать одній прямій, проходить 
                        площина і до того ж єдина.
Доведення. Нехай точки А, В, С не належать одній прямій. За аксіомою площини через три кожні точки проходить площина. Тому ця площина існує. Позначимо цю площину α. Доведемо, що вона єдина.

                                                                         Нехай через точки А, В, С проходить

                                       β                                  ще одна площина β, відмінна від α.

                                                                         Площини α   і   β мають дві спільні

                                                                         точки. Тому за аксіомою 2 перетин

                                                                         площин α і β – це їх спільна пряма.

                                                                         Тоді ця пряма містить всі три точки

                             C •      B •                            А, В, С – спільні для α і β. Отримали 

                                        •                               протиріччя. А, В, С – не належать

  α                            A  •                                  одній прямій. Тому α – єдина.

НАСЛІДОК. В просторі існують чотири точки, які не належать одній площині. Для кожних двох з них можна підібрати ще дві так, що всі чотири не належать одній площині.
                                    • D                                      Через дві точки А і В проводимо  
                                                                            пряму, через цю пряму – площину α . 
                                                                                                                                                                                 
[image: image30] В площині α виберемо точку С, яка                                                                                                                                                  

                                                                              не належить прямій (АВ). Четверту

                                                                             точку D виберемо так, щоб вона не

                                                                             належала площині α.
Задача 2. Три прямі, які попарно перетинаються, перетинають площину. Чи вірно зроблено малюнок?
                                       b                                                             


                               с

                                           а



ТЕОРЕМА 3. Через пряму і точку, яка їй не належить,  проходить площина і 
                        до того ж єдина.
Доведення. Нехай дані пряма а і точка А, яка їй належить. Візьмемо на прямій а дві точки В і С. Точка А не належить прямій ВС, тому що це пряма а, а точка А 

не належить цій прямій за умовою.

 Через три точки А, В, С проходить єдина площина (АВС). Пряма а має з нею  дві спільні точки В і С, тобто за аксіомою 3 міститься в цій площині. Таким чином площина (АВС) – це шукана площина, яка проходить через пряму а і точку А  і до того ж єдина.

ТЕОРЕМА 4. Через дві прямі, які перетинаються проходить площина і до 
                        того ж єдина. (для самостійного доведення).

Задача 3. Площина перетинає куб. Скільки вона може перетинати його граней (ребер)?

Способи задавання площин в просторі:
                                                                  ♦ три точки, які не належать одній прямій;

                                                                                   
                                                                                      А,  В, С 
[image: image31.wmf]Ï

 a
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                                                               ♦ пряма і точка, яка не належить цій прямій;



                                                                                   A 
[image: image33.wmf]Ï

 a
                                                                 ♦ дві прямі, які перетинаються.
                         
         α                                                    a ∩ b
                          b
                               a
                                                          ♦ дві паралельні прямі.


                    α

                      a               b                       a || b
ІV.  Підведення  підсумків
Домашнє завдання.

 Опрацювати конспект.

1. Намалюйте два трикутники АВС і АВD, які не належать одній площині.

 Виберіть точки К і L на відрізках АD і ВD.

    а) Нехай пряма КL перетинає пряму АВ в точці М. Поясніть, чому точка М є 
        точкою перетину прямої КL і площини (АВС).
    б) Нехай прямі КR і АВ не перетинаються. Поясніть, чому в цьому випадку
         пряма КL і площина (АВС) не перетинаються.

     2.    Нехай РАВС – тетраедр, точка К – середина ребра ВС, точка L – середина

     ребра РВ, точка М – середина ребра РА, точка N – середина ребра АС. Чи 

     можна провести площину через прямі:

     а) АР і КМ; б) АР і КL; в) АD і LN; г) LМ і КN; д) КМ і NL?
Лекція №2. Взаємне розташування прямих в просторі

( 2 години)
План
1. Класифікація взаємного розміщення прямих в просторі.

2. Мимобіжні прямі. Ознаки мимобіжних прямих.

3. Паралельні прямі.

1. Класифікація взаємного розміщення прямих в просторі
Як відомо з планіметрії, для двох прямих  на площині можливі тільки два випадки їх взаємного розташування: або вони перетинаються, або паралельні
                    
                             •А

                      
                                                                                               Але в просторі існує ще
                                                      • C                                    один випадок: дві прямі,
               •  В                                                                          які не належать одній
                                     • D                                                    площині. Такі прямі легко                                                                                                 
                                                α                                            побудувати. Візьмемо 

                                                                                              довільні  точки А, В, С, D,
                                                                                              які не належать одній 
                                                                                              площині. Тоді прямі АВ і 

                                                                                              СD  не належать одній

                                                                                              площині.

Визначення. Дві прямі, які не належать одній площині, називаються 

                      мимобіжними.
Позначення:  а 
[image: image34.wmf]·

 b.
Класифікуємо взаємне розташування прямих в просторі. 

                  1) За властивістю „належати одній площині”:
                              ♦ дві прямі, які належать одній площині і мають спільну точку, 

                                 перетинаються;

                              ♦ дві прямі, які належать одній площині і не мають спільної 

                                 точки, паралельні.

                              ♦ дві прямі, які не належать одній площині, мимобіжні.
                  2) За властивістю „мати спільну точку”:

                              ♦ дві прямі, які мають спільну точку, перетинаються;

                              ♦ дві прямі, які не мають спільної точки і належать одній 

                                 площині, паралельні;

                              ♦ дві прямі, які не мають спільної точки і не належать одній 
                                 площині, мимобіжні.

2.  Мимобіжні прямі. Ознаки мимобіжних прямих
        Можливі ситуації, коли для вирішення питання про взаємне розташування прямих неможливо застосовувати визначення. Тоді допомагають ознаки, тобто такі властивості, які забезпечують властивість, яка визначена. Згадаємо з планіметрії ознаки паралелограма, ромба, прямокутника, паралельності прямих.

Перша ознака мимобіжних прямих. Якщо дві прямі містять чотири точки, 
                                                              які не належать одній площині, то вони 
                                                              мимобіжні.
Цією ознакою ми користувались при побудові мимобіжних прямих.
Друга ознака мимобіжних прямих. Пряма, яка перетинає площину, 
                                                             мимобіжна з кожною прямою, яка 
                                                             належить площині і не проходить через 
                                                             точку перетину даної прямої і площини.
Закріплення.

Чи є мимобіжними прямі, якщо:

· обидві вони не належать площині α;

· одна з них лежить в площині α, а друга в площині β;

· одна з них лежить в площині α, а друга перетинає площину α?

3. Паралельні прямі.
          Для паралельних прямих в просторі виконуються такі ж твердження, що й на площині.

ТЕОРЕМА 1. Через кожну точку, яка не лежить на даній прямій, проходить 

                        пряма паралельна даній, і до того ж єдина.

[image: image35]а  | |  b, А 
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 b, А 
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 а.
Доведення. Нехай дані пряма а і точка А, яка їй не належить. За наслідками з аксіом вони визначають площину. Позначимо її α. В цій площині існує пряма

b | | а, яка проходить через точку А. За аксіомою паралельності є тільки одна пряма, яка проходить через А паралельно до прямої а – пряма b.
ТЕОРЕМА 2. Дві прямі паралельні до третьої прямої, паралельні.
Доведення теореми спирається на лему, яку пропонуємо довести самостійно, використовуючи малюнки.
ЛЕМА. Якщо площина перетинає одну з двох паралельних прямих, то 
             вона  перетинає і другу з них.

    a                   b                                                                                      b
                                                                                                         
                                                                                                                       c
                                                                                                      a        B  •
                                                                                                       A    •
                         • A               •                                β             
                                             α
                                                                                                             α

Доведення теореми. Нехай прямі а і в паралельні до прямої с, доведемо, що а паралельна до в. Прямі а і в не мають спільної точки. Якщо б вони мали спільну точку, то через цю точку проходили б дві прямі паралельні до прямої с, що неможливо.

                                                                    Покажемо, що а і в лежать в одній 

                                                                    площині. Візьмемо будь-яку точку А на

                    c                                              прямій а. Пряма в і точка А визначають 

                                                                    площину α. Покажемо, що а належить

                                                                    площині α. Дійсно, якщо це

                                                                    не виконується, то а перетинає α 

                                                                    в точці А. Тоді за лемою і пряма  с 

            a                                                      повинна перетинати α, тому що пряма с

                                                                    паралельна прямій а, але пряма в також

           b                                                       паралельна прямій с і по цій же лемі

                                                                    в перетинає α, що неможливо, так як

                                                                    в належить α. Таким чином прямі а і в
                               α                                   належать площині α і не мають спільних

                                                                    точок, тому а паралельна в.


Запишемо доведення теореми в символьній формі.

Дано: с || а; в || с.

Довести: в || а.

Доведення : ( від супротивного).

1. Нехай а ∩ в = М, тоді 
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через одну точку проходить дві прямі, паралельні даній. Отримали протиріччя.
2. Візьмемо точку А є а, Тоді (т. А ; пряма в) – визначають площину α. Нехай А 
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3. Отримали: 
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Закріплення
1. Нехай АВСDА
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. Як розташовані прямі: а) К
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2. Тестові завдання
(Правильні відповіді відмічені *. Зручно моделювати ситуації за допомогою олівців або ручок, використовуючи їх як прямі).
В просторі дані три прямі а, в, с. Дослідіть взаємне розміщення прямих а і с в залежності від взаємного розміщення прямих а і в та в і с. Зробіть логічний висновок.

                                          І варіант.

1. 
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а) * а || с;                     б) а ∩ с;                 в) а 
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2. 
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а) а ∩ с;                     б) * а ∩ с або а 
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 с;                 в) а 
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3. 
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а) * а ∩ с або а 
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 с;               б)  а ∩ с ;                 в) а 
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                                           ІІ варіант.

1. 
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а) а || с або а 
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 с;                     б) * а ∩ с або а 
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 с;                 в) а 
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а) а || с ;                     б) а ∩ с або а 
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 с;                 в) * а 
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 с ,або а ∩ с, або а || с. 
3. 
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а) * а ∩ с або а 
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 с;               б)  а ∩ с ;                 в) а 
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                                            ІІІ варіант.
 1. 
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а) а || с або а 
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 с;                     б) * а ∩ с або а 
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 с;                 в) а 
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а) а ∩ с;                     б) а || с або а 
[image: image106.wmf]·

 с;                 в) * а ∩ с, або а 
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 с, або а || с.
3. 
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а) * а ∩ с, або а 
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 с, або а || с;          б) а || с або а 
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 с ;             в) а ∩ с або а 
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Домашнє завдання
1. Скласти опорний конспект.

2. Зробити малюнки до кожного випадку задачі.
          Нехай РАВС – тетраедр, точка К – середина ребра РА, точка L  – середина ребра АВ, точка М – середина ребра ВС, точка N – середина ребра РС, точка О належить ребру РВ. Як розташовані прямі: а) АР і ВС; б) КL і МО; в) КL і ВС; 
г) КN і LО; д) АО і КL; е) КМ і СО; є) NО і LС; ж) МО і РС; з) КN і LМ?
Практичне заняття №3. Взаємне розташування прямих в просторі

( 2 години)
Мета: сприяти набуттю вмінь і навичок учнями по зображенню взаємного 
            розташування прямих в просторі, застосуванню ознак мимобіжних 
            прямих до розв’язування задач, перевірити результати засвоєння учнями 
            цих вмінь; розвивати пізнавальний інтерес, активність і самостійність.

 І. Перевірка домашнього завдання.

         За готовими малюнками учні на дошці записують висновки в символьній формі. Наприклад, відповідь до пункту а) :

                                                             (АР) ∩ (АВС) і (ВС) 
[image: image112.wmf]Ì

 (АВС), тому АР 
[image: image113.wmf]·

 ВС.
ІІ. Актуалізація опорних знань.

1. „Математична естафета”.
         Учні відповідають на теоретичні запитання, які демонструються за допомогою комп'ютера на великий екран, передаючи естафету разом з будь-яким символом ( наприклад, модель октаедра).

1. Сформулюйте С 1 – першу аксіому стереометрії.

2. Сформулюйте С 2 – другу аксіому стереометрії.

3. Сформулюйте С 3 – третю аксіому стереометрії.

4. Сформулюйте С 4 – четверту аксіому стереометрії.

5. Що визначає пряму в просторі?

6. Що визначає площину в просторі?

7. Як можуть взаємно розміщуватись прямі в просторі?

8. Дайте визначення мимобіжних прямих?
9. Сформулюйте першу ознаку мимобіжних прямих.

10.  Сформулюйте другу ознаку мимобіжних прямих.

11. Скільки можна провести прямих, паралельних до даної прямої через точку, яка не належить цій прямій?

12. Як розташовані прямі, якщо вони паралельні до третьої?

2. Усні вправи
1. Користуючись малюнком, знайдіть помилки в таблиці.


                                                        D                                               С


                                          А                               •                    В

                                                                 Р

                                                                                                           С
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2. Що можна сказати про прямі а і в, якщо відомо, що вони  перетинаються?

3. Що можна сказати про прямі а і в, якщо відомо, що вони не перетинаються?

ІІІ. Формування вмінь і навичок
Колективне розв'язування задач.

1. Пряма а належить площині α. Пряма в паралельна до прямої а і має спільну точку з площиною α. Доведіть, що і пряма в належить площині α.

2. Дана неплоска замкнена ламана з чотирьох ланцюгів. Точки А, В, С, D – 

   середини її послідовних ланцюгів. Доведіть, що:  а) (АВ) ) || (СD);

  б) (АD) || (ВС); в) (АС) || (ВD).

3. Площини α і β перетинаються по прямій р. Точка А належить площині α, точка В – площині β, причому ні одна з них не належить прямій р. Доведіть, що прямі р і АВ – мимобіжні.

ІV. Самостійна робота

[image: image123]
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Домашнє завдання
1. Прямі а і в мимобіжні. Точка О не належить цим прямим. Площина α проходить через точку О і прямій а, площина β проходить через точку О і пряму в. Нехай ці площини перетинаються по прямій с. Дослідіть взаємне розташування прямої с і даних прямих.

2. Дві прямі мимобіжні. Чи вірно, що кожна площина, яка перетинає одну з них, перетинає і другу? Дайте відповідь на це саме питання для іншого взаємного розташування даних прямих. В результаті ви отримаєте третю ознаку мимобіжних прямих.
3. Площини α і β перетинаються по прямій р. Точки А і В належать площині α, а точки С і D – площині β. Пряма АВ перетинає пряму р в точці К, а пряма СD перетинає пряму р в точці L. Доведіть, що прямі АВ і СD мимобіжні тоді і тільки тоді, коли точки К і L не співпадають.
Лекція №3. Паралельне проектування та його властивості

(2 години)

План
1. Визначення паралельного проектування.

2. Властивості паралельного проектування.

3. Правила зображення фігур в паралельній проекції.
Обладнання: комп'ютер, пакет демонстраційних програм.

Мета: ознайомити з основними властивостями паралельного проектування, 
            сприяти засвоєнню учнями правил зображення просторових фігур в 
            паралельній проекції; виховувати культуру записів; розвивати логічне 
            мислення, зацікавленість у досягненні поставленої мети.

І. Аналіз ведення учнівських зошитів для домашніх робіт і виконання завдання на попередні уроки. Повідомлення результатів самостійної роботи
Два учні відтворюють на дошці розв'язання задачі № 1 і № 3. Доведення задачі № 2 демонструється на екрані за допомогою комп'ютера.
ІІ. Мотивація навчання
        Розв'язування стереометричних задач пов'язано з тим, що ми користуємось не просторовою моделлю, а зображенням фігури на площині. Тому треба вміти зображати фігуру, враховуючи властивості паралельної проекції, а також вірно уявити просторову модель за її умовним зображенням.
1. Визначення паралельного проектування (конструктивне) 
Нехай дана площина α і пряма а, яка перетинає цю площину. Візьмемо в просторі довільну точку Х. Якщо точка Х не належить прямій а, через Х проведемо пряму а', яка  паралельна прямій а. Пряма а' перетинає α в деякій точці Х '. Ця точка називається проекцією (на площину α) точки Х при проектуванні паралельно до прямої а або паралельною проекцією точки Х. (Всі малюнки демонструються за допомогою комп'ютера на екран).                                       
Якщо Х є α, то Х' співпадає з Х. Таким чином, якщо задана площина α і пряма, яка її перетинає, то кожній точці Х простору можна поставити у відповідність єдину точку Х' – паралельну проекцію точки Х на площину α. 

Демонструємо рисунок, до якого учні записують висновки.
                                       а              а ' 

                                                        • Х                                                    

                           α
                                         • X ' 

                          • Y=Y '
Демонструємо наступний рисунок.

                            F
        a                            •X             

                                                          



[image: image125]      
2. Властивості паралельного проектування       
ТЕОРЕМА. При паралельному проектуванні для прямих, не паралельних напрямку проектування, і для відрізків, що містяться на них. Виконуються властивості:
1. Проекція прямої є пряма, а проекція відрізка – відрізок.

2. Проекції паралельних прямих паралельні або співпадають.

3. Відношення довжин проекцій відрізків, які належать одній прямій або паралельним прямим дорівнює відношенню довжин самих відрізків.

         Доведення кожної властивості вчитель проводить за рисунком, що проектується на екран. Після усного доведення учні записують його в символьній формі.

                                       
                                 a     
                                                         X
                                                  Y                                            
                                     b                                  

                    α                                  X '     
                                                 Y '
                                       b '                                                   
                                                                 β
Доведення І властивості
      Розглянемо довільну пряму в, яка не паралельна до прямої а. Оскільки, а можна замінити будь-якою паралельною прямою, вважаємо, що а перетинає в. Тоді прямі а і в визначають площину β. Вона перетинає α по деякій прямій в'. Ця пряма в' і буде проекцією прямої в. Проекцією кожної точки Х, яка належить прямій в буде деяка точка Х ', яка належить прямій в', і кожна точка Y ', яка належить в', є проекцією деякої точки Y прямої в. Всі прямі проектування, які перетинають в, знаходяться в площині β, а тому, перетинають пряму в' (пряму в).

                                                      β
                                a                                  B   b
                                                                       •
                                                             X            b'  
                                                      Y  •              
                                               A •                   • B' 
                                                                •  X '  
                                                      Y' •
                             α                         
                                                   • A'
Доведемо, що проекцією відрізка є відрізок.
       Нехай дві точки А і В належать прямій в, а точки А' і В' – їх проекції. Тоді А' є в', В' є в' і проекцією відрізка АВ прямої в є відрізок А'В' прямої в'. Дійсно, прямі в' і в належать площині β, проектуючи пряма а, яка проходить через будь-яку внутрішню точку Х відрізка АВ  іде між прямими проектування, які проходять між А і В, тому і точка Х' лежить на прямій в' між точками А'В'. Коли точка Х „ пробігає ” відрізок АВ, точка Х' „ пробігає ” відрізок А'В'.
Доведення ІІ властивості

       Нехай тепер дано дві паралельні прямі в і с. Можливі два випадки:

1. Деяка пряма проекції p || а перетинає і пряму в, і пряму с.
2. Не існує прямих проекції, які перетинають одночасно і в, і с.

                   a                p
                                                c                 В першому випадку пряма р, а також
                                                  b               всі інші прямі проектування, які

                                                                   перетинають в або с, належать площині
                                                                   β, тій площині, яка проходить через
                                                                   паралельні прямі в і с. Вище було 
                                                                   доведено, що проекцією і прямої в, і 
                                                  b '              прямої с буде пряма в ', по якій   
                 α                                                 перетинаються площини α і β.
                                       β
                                                                         a
                                                                                                    b                   c
В другому випадку проекції прямих             

в і с на площину α – прямі в ' і с ' - не
мають спільних точок, тобто паралельні.
                                                                        α
                                                                                                   b '                  c '
                                                                                           β                      γ
Доведення ІІІ властивості  
Розглянемо два відрізки АВ і СD, які належать прямій в.  
                                     

               a                                 D                        Проекції А'В' і С'D' відрізків АВ 
                                                C                               і СD належать прямій в' (пряма                                                
                                                                            перетину площин α і β. Всі 
                                     В                                     прямі проектування належать       
                                 А                                         площині β. За відомою теоремою 
                             b                  C '                        планіметрії (Фалеса) паралельні
          α                                           D '                 прямі відтинають на двох прямих
                                b'         B'                              пропорційні відрізки, тобто
                                     A'                                    
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Нехай тепер відрізки АВ та СD належать паралельним прямим в і с. Ці прямі належать одній площині. 
                                                                         Проведемо пряму АС і через точку 
                         B                                             В – пряму, яка до неї паралельна.
                                                    D                 Вона перетне пряму с в деякій точці
         A                                    M                     М. Отримаємо паралелограм з 
                                C                                      протилежними сторонами АВ і СМ.    
b                                                                       Проекцією цього паралелограма на  
                  c                                            a       площину α буде паралелограм       
                                 b '                                    А 'В 'М 'С '. Його протилежними 
                  B '                              c '                 сторонами є відрізки А 'В ' і С ' D '.
                                                  D '                   За властивістю паралелограма 
  A '                             M '                                 АВ = СМ та А 'В ' = С 'М '. За  
                        C '                                              доведеним вище відрізок СМ 
                                              α                          лежить на одній прямій з відрізком
                                                                        СD. Тому 
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          Для самостійних записів доведень властивостей паралельного проектування в символьній формі учні залишають пусті місця в зошитах.
3. Правила зображення фігур в паралельній проекції
    Учні самостійно вивчають правила зображення трикутника, паралелограма, трапеції, кола, правильного шестикутника, n-кутників та їх комбінацій з колом за навчальним посібником Роєва Т. Г., Хроленко Н. Ф. „Геометрія у таблицях” і роблять висновки.
1. Зображенням правильного, рівнобедреного і рівностороннього трикутника є довільний трикутник у зручному розташуванні на рисунку.

2. Зображенням паралелограма (прямокутника, ромба, квадрата) є довільний паралелограм.

3. Зображенням трапеції (рівнобічної, прямокутної) є довільна трапеція.

4. Зображенням кола є еліпс.

Домашнє завдання
Опрацювати конспект, заповнити пусті місця в зошиті.
1. Намалюйте паралельну проекцію рівностороннього трикутника, а в ньому середню лінію, радіус описаного кола і радіус вписаного кола.

2. Намалюйте паралельну проекцію квадрата, а в ньому радіус описаного кола і радіус вписаного кола.

3. Намалюйте паралельну проекцію квадрата, вписаного в правильний трикутник.

4. Які з фігур на рисунку є паралельними проекціями куба?



    а)                                       б)                                            в)



                      


                                         

              г)                                         д)                                            е)          
  Практичне заняття №4. Початки стереометрії.
Контрольна робота
( 2 години)
Мета: узагальнити знання учнів з теми, закріпити набуті раніше  навички розв'язування задач, поглибити знання учнів з теми; розвивати логічне мислення; виховувати почуття відповідальності, колективізму, любов до предмета.

Обладнання: друковані матеріали, навчальні посібники.

        На уроці -  консультації учитель працює як консультант, запропонувавши задачі по різним питанням теми. Учні самі вибирають задачі, які допоможуть їм напрацювати вміння і навички, яких їм не вистачало раніше. З ціллю кращої організації роботи учнів, їх розсаджують таким чином, щоб не заважаючи іншим, вчитель міг допомагати цілій групі учнів, яких хвилює одне і те саме питання. 

Задачі  по темі: „Початки стереометрії”.

І.Аксіоми стереометрії і наслідки з них.

1. Точки А і В лежать у площині α, а точка С – поза нею. Намалюйте площину, в якій лежать усі три точки.

2. Прямі а і в не мають спільних точок. Чи випливає з цього, що через них не можна провести площину?
3. Прямі МА і МВ перетинаються в точці М. Доведіть, що всі прямі, які їх перетинають, але не проходять через точку М, лежать в одній площині. Чи можна через точку М провести пряму, яка не лежить у цій площині?
4. Дана точка А. Звідки випливає, що в просторі знайдеться точка, віддалена від даної на будь-яку відстань? Яку фігуру заповнюють всі ці точки?
5. Кожні чотири точки деякої фігури належать одній площині. Доведіть, що і сама фігура плоска.
6. Нехай РАВС – правильний тетраедр з ребром 1, точка О – центр його основи, точка К – центр грані РАС, точка L – центр грані РВС, Точка М – середина ребра РВ, точка N – середина ребра ВС. Обчислити відстані:
     а) РО; б) МО; в) КО; г) АL; д) КL; е) МN.

ІІ. Перерізи многогранників.
1. Намалюйте правильну трикутну призму. З’ясуйте, яку форму буде мати переріз площиною, яка проходить через:

а) сторону основи; б) бічне ребро; в) діагональ бічної грані; г) середини двох бічних ребер.

2. Дано куб. З’ясуйте, яку форму буде мати переріз площиною, яка проходить через:

а) ребро; б) діагональ грані; в) середини двох сусідніх ребер однієї грані; г) середини двох протилежних граней ребер.

ІІІ. Взаємне розташування двох прямих в просторі.
1. К,Р,Т,М – середини ребер АВ, АС, СD, DВ тетраедра АВСD. Доведіть, що чотирикутник КРТМ – паралелограм.

2. Нехай РАВС – тетраедр. Якою фігурою є множина середин всіх відрізків КL, якщо точка К належить ребру РА та L належить ребру:

     а) РС; б) ВС?

3. Нехай АВСDА
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ІV. Паралельне проектування і зображення фігур на площині.

1. Намалюйте паралельну проекцію рівнобедреної трапеції, у якої одна основа в два рази більша за другу, а в ній - вісь симетрії.

2. Намалюйте паралельну проекцію рівнобедреного трикутника.

3. Намалюйте паралельну проекцію фігури, яка є об'єднанням квадрата і рівностороннього трикутника, які мають спільну сторону.
Контрольна робота
7-9 балів

10- 12 балів

Домашнє завдання
Підготуватись до заліку.

1. Площини α і β перетинаються по прямій а. Через точку А прямої а проведена площина γ, яка не містить пряму а. Доведіть, що площина γ перетинає площини α і β по двох різних прямих.
2. Три площини, взяті попарно, перетинаються по прямих а, в і с. Доведіть, що якщо всі три площини не мають спільної точки, то прямі а, в, с попарно не перетинаються.
3. Побудуйте на зображенні ромба зображення його висоти, якщо кут ромба дорівнює 60°.

  Практичне заняття №5. Залік по темі

(1 година)
Питання до заліку
1. Аксіоми стереометрії (сформулюйте, запишіть в  символьній формі, виконайте рисунки).
2. Способи задавання прямих в просторі (доведіть теорему).

3. Способи задавання площин в просторі (доведіть теореми).

4. Класифікація взаємного розташування прямих в просторі. Визначення мимобіжних прямих.

5. Ознаки мимобіжних прямих (доведіть одну).

6. Паралельні прямі в просторі (доведіть теореми).
7. Визначення і властивості паралельного проектування (доведіть І властивість).

8. Визначення і властивості паралельного проектування (доведіть ІІ властивість).

9. Визначення і властивості паралельного проектування (доведіть ІІІ властивість).

10.  Правила зображення різних фігур в паралельній проекції.

     5-6 найбільш добре підготовлених учня по черзі у дошки відповідають на питання і доводять теореми. Потім весь клас розбивається на групи по 4-6 учнів навколо ведучих (ті, які здали залік у дошки), і до кінця уроку усно або письмово здають залік по темі ведучому. Вчитель допомагає тій чи іншій групі налагодити роботу.

      Підсумковий бал по темі складається з балів, які учень набирає в результаті виконання тесту, самостійної роботи,  контрольної роботи і складання заліку.
Література:
1. Погорєлов О. В. Геометрія: Стереометрія: Підруч. для 10-11 кл. серед. шк. – К.: Освіта, 2001. – 127с.
2. Бевз В. Г., Бевз Г. П. Геометрія. Експеримент. навч. Посібник для 10-11 кл. шк.. з поглибл. вивченням математики. – К.: Освіта, 1992. – 224с. 

3. Александров А. Д. Геометрия для 10-11 классов: Учеб. пособие для учащихся шк. и классов с углубл. изуч. математики. – М.: Просвещение, 1992. – 464 с.
4. Раухман А. С., Сень Я. Г. Усні вправи з геометрії для 7-11 класів: Посібник для вчителя. – К.: Рад. Шк.., 1989. – 160с.
5. Роєва Т. Г., Хроленко Н. Ф. Геометрія в таблицях. 10-11 клас: Навч. Посібник. – Х.: Країна мрій, 2002. – 152с.
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                   І варіант                                                    ІІ варіант


                       


1. Точка А не належить прямій ВС,       1. Точки М і N не лежать на прямій


точка М не належить площині (АВС).   АВ. Площини (МАВ) і (NАВ) різні. 


Доведіть, що прямі МВ і АС не              Доведіть, що прямі МN і АВ не 


перетинаються.                                         перетинаються.


                     


2. АВС DА� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���D� EMBED Equation.3 ��� - куб з ребром        2. АВСD – правильний тетраедр. Всі


8 см. Точка М – середина ребра АА� EMBED Equation.3 ���,   ребра мають довжину 8 см. Точка М -


точка N лежить на ребрі DD� EMBED Equation.3 ���.               середина ребра DВ, точка Р лежить


 Довжина D� EMBED Equation.3 ���N = 6 см. Знайти:               на ребрі DС, DР = 6 см. Знайти:


а) точку Х� EMBED Equation.3 ���- перетину МN і площини   а) точку Х� EMBED Equation.3 ���- перетину МР і площини


    (АВС);                                                       (АВС);


б) точку Х� EMBED Equation.3  ���- перетину МN і площини  б) точку Х� EMBED Equation.3  ���- перетину КР і площини  


    (А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���);                                                  (АВС);


в) довжину відрізка Х� EMBED Equation.3 ���Х� EMBED Equation.3 ���;                     в) довжину відрізка Х� EMBED Equation.3 ���Х� EMBED Equation.3 ���;


г) точку Х� EMBED Equation.3  ���- перетину ВХ� EMBED Equation.3 ��� і площини  г) точку перетину МР і площини


   (DD� EMBED Equation.3 ���С);                                                      (АКС);


д) в якому відношенні точка Х� EMBED Equation.3 ���            д) точку перетину площин (МХ� EMBED Equation.3 ���К) і 


ділить відрізок DС, рахуючи від D.          (Х� EMBED Equation.3 ���DС);


е) спільну пряму площин (Х� EMBED Equation.3 ���Х� EMBED Equation.3 ���Х� EMBED Equation.3 ���) і   е) в якому відношенні площина 


(АА� EMBED Equation.3 ���В).                                                        (МХ� EMBED Equation.3 ���Х� EMBED Equation.3 ���) ділить відрізок DВ, 


                                                                      рахуючи від В.





7 – 9 балів.





1. Нехай точка D не належить площині трикутника АВС.


    а) Доведіть, що прямі АD і ВС – мимобіжні.


    б) Доведіть, що прямі DМ� EMBED Equation.3  ��� і АМ� EMBED Equation.3  ��� - перетинаються ( точки М� EMBED Equation.3  ��� і 


        М� EMBED Equation.3  ��� - точки перетину медіан трикутників АВС і DВС).


    в) В якому відношенні, рахуючи від D, пряма АМ� EMBED Equation.3 ��� ділить відрізок


        DМ� EMBED Equation.3 ���?


    г) Визначте взаємне розташування прямих АD і М� EMBED Equation.3  ���М� EMBED Equation.3 ���. Відповідь 


        обґрунтуйте.





Дано дві мимобіжні прямі а і в. Точки А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3  ��� належать прямій а, а точки В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3  ��� - прямій в.


а) Чи можуть відрізки А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� і А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� мати спільну середину?


б) Нехай М� EMBED Equation.3 ��� - середина відрізка А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���, М� EMBED Equation.3 ��� - середина відрізка 


    А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���, М� EMBED Equation.3 ��� - середина відрізка А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���. Чи можуть точки М� EMBED Equation.3 ���, М� EMBED Equation.3 ���,


    М� EMBED Equation.3 ��� належати одній прямій?








10 – 12 балів.





1. Нехай точка D не належить площині трикутника АВС, точка К – середина АВ, точка Р – середина DС, точка М – точка перетину медіан трикутника АВС.


    а) Доведіть, що фігура АDРВ не може бути трапецією.


    б) Доведіть, що прямі DМ і КР – перетинаються.


    в) В якому відношенні, рахуючи від точки  D, пряма РК ділить


        відрізок DМ?


    г) Визначте взаємне розташування прямих МР і АD. Відповідь 


        обґрунтуйте.





Дані дві паралельні прямі а і в. Точки А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3  ��� належать прямій а, а точки В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3  ��� - прямій в.


а) Чи можуть відрізки А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� і А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� мати спільну середину?


б) Нехай відстань від середини А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� до середини А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� дорівнює 


    8 см, а до середини А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� дорівнює 13 см. Чому може 


    дорівнювати відстань між серединами А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ��� і А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���?


 Дані дві мимобіжні прямі а і в. Точки А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3 ���, А� EMBED Equation.3  ��� належать прямій а, а точки В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3  ��� - прямій в, точка В� EMBED Equation.3 ��� - середина відрізка А� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���, точка В� EMBED Equation.3 ��� - середина А� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3 ��� - середина А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���.


а) Чи можуть співпадати точки С� EMBED Equation.3 ��� і С� EMBED Equation.3 ���?


б) Чому може дорівнювати відстань С� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���, якщо С� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ��� = С� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���= 


7 см?
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      D� EMBED Equation.3 ���








                І варіант                                                                     ІІ варіант





1. Прямі а, в і с проходять через точку    1. Дано площину і три прямі АВ, ВС,


А. Площина, яка не проходить через       АС, які перетинають її в точках А� EMBED Equation.3  ���,


точку А, перетинає прямі а, в і с в           В� EMBED Equation.3 ���, С� EMBED Equation.3 ��� відповідно. Доведіть, що точки 


точках, які не лежать на одній прямій.    А� EMBED Equation.3 ���, В� EMBED Equation.3 ���, С� EMBED Equation.3 ��� лежать на одній прямій.   


Доведіть, що прямі а, в і с не лежать в    2. АВСDА� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���D� EMBED Equation.3 ��� - куб. Точка М -   


одній площині.                                           середина відрізка В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���, точка N - 


 2. АВСDА� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���D� EMBED Equation.3 ��� - куб. Чи перети-     середина відрізка D� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���, а точка К - 


наються площини (АВ� EMBED Equation.3 ���D� EMBED Equation.3 ���) і (А� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���С)?   середина DС. Чи перетинаються


Відповідь поясніть.                                          площини (МNК) і (А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ���)? 


                                                                                 Відповідь поясніть.


3. Трикутник А� EMBED Equation.3 ���В� EMBED Equation.3 ���С� EMBED Equation.3 ��� є паралельною      3. Дано рівносторонній трикутник 


проекцією правильного трикутника        АВС. Побудуйте проекцію цього 


АВС на площину α. Побудуйте              трикутника і його висот на площину


 проекції бісектрис трикутника АВС.      α.
























































         Проекцією фігури F називається множина F ' проекцій всіх її точок.


         Паралельну проекцію реальної фігури представляє, наприклад, її тінь, яка падає на плоску поверхню при сонячному освітленні.





♦  α – площина проекції;


♦  пряма а задає напрямок проектування


і всі прямі, паралельні до а разом із


самою прямою а – проектуючи прямі.





♦  Х ' – проекція точки Х на площину α.
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