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РОЗДІЛ 1

Загальні відомості про функціональні рівняння
Рівняння,  в яких разом із незалежною змінною міститься деяка невідома функція цієї змінної називаються функціональними.

Перші функціональні рівняння виникли при розв’язуванні деяких задач з механіки, а математики досліджували їх ще у ХVIII - ХIХ  століттях. Такі визначні математики, як Леонард Ейлер, Карл Гаус, Микола Лобачевский, та інші не раз зверталися до таких рівнянь у своїх наукових працях. 
Двісті років тому значний вклад в теорію розв’язування функціональних рівнянь вніс французький математик Огюстен Коші (1789-1857). На честь нього названо одне з найвідоміших функціональних рівнянь

                            f(x+y)=f(x)+f(y),                                    

яке  має розв’язком будь-яку адитивну функцію.
Найпростіші функціональні рівняння, для яких знайдено способи розв’язку:  
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  )  =    f(x) + f(y))                       (7)

f(x+y) - f(x-y) = 2 f(x) f(y)                      (8)

f(x+y)  - f(x-y) = 2 f(x) cosy                   (9)

f(x+1) + f(x) = x                                   (10)

2f(1-x) + 1 = x f(x)                               (11)
РОЗДІЛ 2

Композиція функцій

Означення функції: 
Нехай X , Y- деякі множини. Відображенням f множини Х у множину Y будемо називати правило, яке кожному елементу х
[image: image3.wmf]Î

Х ставить у відповідність точно один елемент у
[image: image4.wmf]Î

Y.

Слова функція, відображення, оператор, відповідність, перетворення – синоніми.

Позначення f: D(f)
[image: image5.wmf]®

E(f) вказує на відображення області визначення функції на область значення. 

Наприклад: f: R
[image: image6.wmf]®

R  означає, що функція визначена на множині дійсних чисел.

 Композицією двох функцій f: А
[image: image7.wmf]®

В  р: В
[image: image8.wmf]®

С 

називається функція к: А
[image: image9.wmf]®

С,
яка визначається тотожністю  к(х) =  р(f(x)), де х є А
В математичній літературі використовують позначення композиції двох функцій f
[image: image10.wmf]o

p.

Зауваження. Як правило   р(f(x))
[image: image11.wmf]o

f(p(x)).
Задача. (7 клас)

Знайти складену функцію 

f(f(f(х)))

якщо f(х)= -3х+2 та обчислити її значення при х= -1.

Розв’язання: Розпочнемо конструювати  композицію для лінійної функції в загальному вигляді

f(x) = ax + в.

Підставимо  в аргумент  шуканої функції аx+в
f(f(x)) =  f(аx+в) = a(аx+в)+ в =а2х + вa+в

і послідовно продовжимо аналогічну процедуру підстановки.

Отже для даної функції знайдемо послідовність композицій складених функцій:

g(x) = f(f(x)) = -3(-3х+2) + 2 = 9х-6+ 2 = 9х – 4.

h(x) = f(g(x)) = f( f(f(x)))  = -3(9х-4) + 2 = -27х +12 + 2 = -27х + 14.  f( f(f(-1)))  = 41.

Відповідь:  f(f(f(х)))=-27х + 14; 
                   f(f(f(-1)))  = 41.
РОЗДІЛ 3

Деякі методи розв’язування функціональних рівнянь.

Різні типи функціональних рівнянь розв’язуються за своїми правилами. 

Зокрема лінійні функціональні рівняння розв’язуються методом використання оберненої функції, методом розкладання на множники, методом зведення до квадратного. Розглянемо деякі методи і їх застосування до розв’язування функціональних рівнянь. 

3.1. Метод підстановки

Найбільший клас цих рівнянь розв’язується методом підстановок. Суть цього методу полягає в тому, що ми припускаємо,що дане рівняння має розв’язок, застосовуємо до змінних, які входять до рівняння, деякі підстановки. Дістаємо систему рівнянь, що містить шукану функцію. Після розв’язування системи безпосередньою перевіркою необхідно переконатись, що знайдена функція задовольняє умову задачі. Особлива складність цього методу полягає у виборі вдалих підстановок.

 Задача 1.( 8 клас) 

Знайти всі функцію f(х) , яка задовольняє співвідношенню

f(x)+2
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Розв’язання
Введемо заміну 
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Отримаємо систему рівнянь: 
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Замінимо змінну t на x, отримаємо шукану функцію 
[image: image19.wmf]3
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Відповідь. 
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Задача 2 (9 клас)

Знайти на множині дійсних чисел функцію f(х) , яка задовольняє співвідношенню
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Розв’язання
Зафіксуємо змінну x, тоді функціональне рівняння  стане лінійним рівнянням з двома невідомими. 
Введемо заміну 
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Отримаємо систему рівнянь: 
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Знаходимо функцію: 
[image: image25.wmf])

1

2

(

3

1

)

(

2

-

+

=

t

t

t

f


Отже, виконавши перевірку, робимо висновок, що функція 
[image: image26.wmf])
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 є розв’язком даного функціонально рівняння.

Відповідь 
[image: image27.wmf])
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Задача. 3

Знайти всі функції f: R
[image: image28.wmf]{
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R, які задовольняють рівняння  
f(x+y)+f(x-y)=2f(x)cosy
Розв’язання:
Виконаємо послідовно підстановки:

1) x=0, y=t  дістанемо f(t)+f(-t)=2f(0)cost
2) 
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3) 
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Отримаємо систему рівнянь:
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Методом послідовного виключення невідомих отримуємо:

f(t)=f(0)cost+
[image: image34.wmf]t
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Замінимо t на x, одержимо: f(x)=acosx+b
[image: image35.wmf]x
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, де a=f(0), b=
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Виконуємо перевірку обов’язково:

Відповідь. f(x)=acosx+b
[image: image37.wmf]x

sin

,        де a=const, b=const
3.2. Поняття групи

Існує цілий клас функціональних рівнянь, що містять невідомі функції, які утворюють групу. Основні труднощі полягають у відшуканні групи та потребують великої уваги при перетворенні рівнянь та розв’язанні складених систем рівнянь. 
Довільна множина G функцій, які визначені на множині М, називаються групою відносно операції «
[image: image38.wmf]o

», якщо множина G задовольняє такі властивості:

1) Для будь-яких функцій f
[image: image39.wmf]Î

 G, g
[image: image40.wmf]Î

G їх композиція також належить множині G;

2) Функція e(x)=x належить множині G

3) Для будь-якої функції f(x) існує обернена функція 
[image: image41.wmf]1
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f

, яка також належить множині G.
Нехай у функціональному рівнянні вирази, що стоять під знаком невідомої функції є елементами групи, яка складається з декількох елементів. Припустимо, що дане рівняння має розв’язок і виконаємо операцію композиції послідовно для функцій групи. В результаті невідомі функції поміняються лише місцями і матимемо нове лінійне рівняння. Після всіх перетворень композиції дістанемо систему лінійних рівнянь, яку слід розв’язати , а потім перевірити, чи задовольняє він дане рівняння.

Приклади груп функцій:

1. Множина лінійних функцій pn(x)=ax+b, a
[image: image42.wmf]¹
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2. p1(x)=x, p2(x)=
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3. p1(x)=x, p2(x)=а-x
4. p1(x)=x, p2(x)=
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5. p1(x)=x, p2(x)=
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6. p1(x)=x, p2(x)=
[image: image54.wmf]x
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 Задача 4 (11 клас)

Знайти всі функції f: R
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f(x)+2
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Розв’язання
Вирази x і 
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 відносно операції «
[image: image62.wmf]o

», замінимо послідовно x на елементи групи. Отримаємо систему рівнянь: 
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Розв’язавши систему ( наприклад методом підстановок), отримаємо: 
[image: image64.wmf]{
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Виконуємо перевірку обов’язково.

Відповідь. 
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}

0

,

,

0

\

,

)

(

2

)

(

3

2

3

¹

Î

-

+

-

=

a

a

R

x

a

x

x

a

x

a

x

x

f


Задача 5. (10-11 клас)

Знайти всі функції f: R
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Розв’язання
Розглянемо елементи групи  G=
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g1=x,  
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Візьмемо g1g2=
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Зробивши послідовні підстановки , отримаємо систему рівнянь:
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Зробимо підстановку 
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, де 
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Виконуємо перевірку.
Відповідь. 
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Задача 6
Знайти всі функції f: R
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R, які задовольняють рівняння  
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Розглянемо елементи групи  G=
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Зробивши послідовні підстановки , отримаємо систему рівнянь:
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Послідовно виключаючи невідомі функції  отримуємо рівняння:
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Отже, з рівняння маємо
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Виконуємо перевірку.

Відповідь. 
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РОЗДІЛ 4

Задачі математичних олімпіад

1. (кіровоградська обласна олімпіада, 2007-2008, 10-11 клас.)

Знайти всі функції f такі, що рівність

[image: image91.wmf])
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виконується для всіх дійсних x,y, а рівняння f(x)=0 має тільки один розв’язок.
Розв’язання.

Припустимо, що f – шукана функція.

x=y=0             f(-f(0))=f(0)     (1)

y=0, x=f(0)     f(0)=f(-f(0))+f2(0)     (2)

Підставивши (1) в (2), маємо f(0)=0.

Нехай y довільне дійсне число, а 
[image: image92.wmf]2
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, виконується для кожного y 

Оскільки f(y)=0 має за умовою лише один розв’язок, то це можливо тільки за умови : f(y)=-y2008
Отже тільки функція f(x)=-x2008 може задовольняти задану рівність. Зробимо перевірку:
f(x+ y2008)=f(y2008-x)+xf(y), -(x+ y2008)2008=-( y2008-x)2008-xy2008
Ці рівності повинні виконуватись для всіх x і y. Перевіримо для x=y=1. Рівність не виконується 22008
[image: image94.wmf]¹

1
Отже, не існує функції, яка буде задовольняти умові задачі.
Відповідь. не існує функції, яка буде задовольняти умові задачі
2. (кіровоградська обласна олімпіада, 2006-2007, 11 клас.) 
Чи існує функція f: R
[image: image95.wmf]®

R така, що для всіх дійсних одночасно виконуються рівності 

f(1+f(x))=2-2x  i f(f(x))=x2007 
Розв’язання.
1-й спосіб. Припустимо, що така функція існує.
Нехай f(1+f(x))=2-2x – рівність (1), 

          а  f(f(x))=x2007- рівність (2)
Нехай x, y  - дійсні числа, для яких виконується рівність 
f(x)=f(y)          
Тоді 
x2007=f(f(x))=f(f(y))=y2007,           

 а тому x=y. 

якщо x=1, x=0  і врахувавши рівності (1) і (2) отримаємо

f(f(1)+1)=0,

f(f(0)=0

Звідси отримаємо
f(f(1)+1)=f(f(0)),

f(1)+1=f(0)

Якщо x=f(0) , то з рівності (1) маємо
f(1)=2-2f(0)
отже f(1)=0, f(0)-1

Далі згідно з рівністю (1) 
f(2)=f(1+1)=f(1+f(0))=2-2*0=2

Але згідно(2) і врахувавши f(2)=2  маємо f(2)=f(f(2))=22007
Отримана суперечність спростовує припущення.

2-й спосіб. 

Нехай c дійсне число, для якого c2007=2-2c
Використовуючи графічний спосіб розв’язування рівнянь можна переконатись, що таке число c існує. Тобто існує точка перетину графіків функцій y=x2007 і    y=2-2x. 

Тоді  f(f(c))=f(1+f(c)), а згідно з раніше доведеним, f(c)=1+f(c).

Отримали суперечність. Отже, наше припущення неправильне.

Отже, функції, яка задовольняє рівності (1) і (2)  не існує.
Відповідь. не існує функції, яка буде задовольняти умові задачі

3. (33-тя міжнародна математична олімпіада, 1992)

Нехай R -множина всіх дійсних чисел. Знайти всі функції f: R
[image: image96.wmf]®

R такі, що
f(x2+f(y))=y+f2(x)

для всіх дійсних x,y.

Розв’язання.
Нехай s=f(0),  x=y=0, маємо
f(f(y))=y+s2                        (1)

при всіх дійсних y і 

f(x2+s))=f2(x)                      (2)
при всіх дійсних x.

При x=0 співвідношення (2) прийме вигляд

f(s)=s2                                      (3)
Додавши (3) до (2), маємо:

s2+f(x2+s))=f2(x)+f(s)
Застосовуючи функцію  послідовно до обох частин рівності і враховуючи (1) і (3), прийдемо до співвідношення

x2+s+s4=s+(x+s2)2
звідки s=0.

Підставимо s=0 в(1) і (2), отримаємо 
f(f(y))=y                        (4)

f(x2)=f2(x)                      (5)

З рівності (5) випливає, що f(x)
[image: image97.wmf]³

0  при x
[image: image98.wmf]³

0 . 
Якщо f(x)=0 для деякого x, то 
0= f2(x)= f(x2)= f(x2+f(x))=x+f(x2)=x
Отже, f(x)>0  при x>0
Замінимо y  на f(y) у заданому рівнянні: f(x2+f(f(y)))=f(y)+f2(x)
Застосуємо (4) і (5), отримаємо :

f(x2+y)=f(y)+f(x2),

 тобто f(x+y)=f(x)+f(y)  при x
[image: image99.wmf]³

0
Використовуючи попередню рівність, доведемо, що f(x) монотонно зростає.

Дійсно, якщо x>y , то x-y>0,  f(x-y)>0,   

f(x)=f(x-y+y)=f(x-y)+f(y)>f(y).
Якщо f(x)>x, то x=f(f(x))>f(x) .

Аналогічно із нерівності f(x)<x випливає, що x<f(x).

Тому f(x)=x  для всіх дійсних x.

Відповідь. f(x)=x  для всіх дійсних x
4. (43-тя міжнародна математична олімпіада, 2002)

 Знайти всі функції f: R
[image: image100.wmf]®

R такі, що 

(f(x)+f(z))(f(y)+f(t))=f(xy-zt)+f(xt+yz)        (*)

для всіх дійсних x,y,z,t.

Розв’язання.
Покладемо в (*) x=y=z=t=0, отримаємо 4f2(0)=2f(0).

Якщо  f(0)=
[image: image101.wmf]2

1

 і x=y=z=0 то підставивши в (*) отримаємо f(0)+f(t)=1,

звідки  f(t)=
[image: image102.wmf]2

1

,для всіх  t.

Якщо  f(0)=0 і t=z=0 то підставивши в (*) отримаємо 

f(xy)=f(x)f(y)                 (**)

Наступна підстановка x=y=1, отримаємо f(1)=0   або f(1)=1   
При f(1)=0, y=1 отримаємо f(x)=0 для всіх  x.

Аналогічно, при f(1)=1отримаємо f(0)=0.

Поклавши в (*)  x=0, y=t=1    отримаємо f(-z)+f(z)=2f(z)

f(z)=f(-z)       (***)

Розглянемо f для невід’ємних значень аргумента, і за допомогою рівності (***) визначимо її для від’ємних значень аргумента. 

Якщо x=y, то (**):  f(x2 )=f2(x)
[image: image103.wmf]0
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Введемо функцію g(x)=
[image: image104.wmf].
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З (**) маємо, що g(xy)=g(x)g(y)  ,звідки отримаємо g(x2 )=g2(x)
Якщо t=x, z=y, то (*) прийме вигляд : (f(x)+f(y))2=f(x2+y2), тому
g(x2+y2)=g2(x)+g2(y)=g(x2)+g(y2).

Тому для будь-яких невід’ємних x,y
g(x+y)=g(x)+g(y)             (****)
Тому для будь-якого u
[image: image105.wmf]³

x
[image: image106.wmf]0

³

 буде g(u)
[image: image107.wmf]³

g(x) (покладемо в (****) y=u-x і використаємо невід’ємність g)
Рівняння (****) називається функціональним рівнянням Коші, у класі неспадних функцій має лише розв’язки g(x)=ax, a
[image: image108.wmf]0

³


З (****) отримаємо, що 
g(x1+x2+….+xn)=g(x1)+g(x2)+…+g(xn), n
[image: image109.wmf]0

³

 (*****)

 Якщо покладемо g(1)=a, з (*****) для будь-якого натурального n за допомогою підстановки x1=x2=….=xn=1 отримаємо g(n)=an
 Якщо x1=x2=….=xn=
[image: image110.wmf]n
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, то маємо 
[image: image112.wmf]n

am

n

m

g

=

÷

ø

ö

ç

è

æ


Таким чином,  для будь-якого раціонального невід’ємного х виконується рівність g(x)=ax
Припустимо, що існує х
[image: image113.wmf]0
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  таке, що 
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Нехай 
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Існує раціональне число 
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 таке, що 
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Тоді з монотонності g отримуємо, що 
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Отримали суперечність.

Аналогічно розглядається випадок 
[image: image120.wmf]ax
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Тому g(x)=ax, х
[image: image121.wmf]0
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Оскільки g(1)=1, буде  g(x)=x,  f(x)=x2 для всіх дійсних x
Ми отримали три можливі відповіді f(x)=0, f(x)=0.5, f(x)=x2
Перевірку необхідно обов’язково виконати. Відповідь. f(x)=0, f(x)=0.5, f(x)=x2
РОЗДІЛ 5

Завдання для самостійного розв’язування

Завдання 1( 7 клас). Знайти композиції функції  f(f(x)), якщо:

а) f(x) =х;

б) f(x) =-2х; 

в) f(x) =-2 - х; 

г) f(x) =-2х-х2;   

д) f(x) =-2х+ 5 ; 

е) f(x) =-2х + 9 . 

Завдання 2 ( 7 клас). Знайти лінійну функцію р(х),  якщо р(f(x))=х та відомо:

а) f(x) =х;

б) f(x) =-2х; 

в) f(x) =-2 - х; 

г) f(x) =-2х-6;   

д) f(x) =-2,7х+ 5 ; 

е) f(x) =-2,8х -9,5 . 

Завдання 3 ( 7 клас). 
Знайти композиції функцій  g(x)= р(f(x))  та обчислити g(0), якщо:

а) f(x)= 1/x; р(x)= х2-3х;
б) f(x)=–1/(2+x); р(x)= х2-3х; 

в) f(x)= -2x3-2х2; р(x)= х2-2х; 
г) f(x)= -2/(1+x3); р(x)= -х2-2х; 

д) f(x)=x3/(1+x2); р(x)= -3x2-7.

Завдання 4 

Знайти та перевірити функцію f: R
[image: image122.wmf]®

R якщо: g1f(р)  = g2, де     

а) g1(x)= х2+х+1,     р(x) =у +х,     g2(у)= у2+у+1;      

б) g1(x)= у2+х+7,     р(x) =- 2х-у,   g2(x)= х2-4у+12;      

в) g1(x)=х2+2,     р(x) = 7х-6у,       g2(x)= 2х-у;      

г) g1(x)= х2+у+15, р(x) =х-2у, g2(x)= у;         

д) g1(x)= -6, р(x) = х-4у, g2(x)= у2-х;      

е) g1(x)=у 2+9, р(x) = 2х-у, g2(x)= 9-5ух..

Завдання 5 .Відомо, що 

g1(x)=f(f(x)), 

g2(x)=f(g1(x)), 

g3(x)=f(g2(x)), 

g4(x)=f(g3(x)),

................. , 

g2005(x)=f(g2004(x)). 

Обчислити g2005(1), якщо     f(x)=-x.

Завдання 6 Відомо, що 

g1(x)=f2(f3(x)),

g2(x)=
[image: image123.wmf]2

1

f

(g1(x)).

Обчислити g1(g2(0)), якщо f(x)=-x2.

Завдання 7 Відомо, що 

g1(x)=f(f(x)), 

g2(x)=f(g1(x)), 

g3(x)=f(g2(x)), 

g4(x)=f(g3(x)), ... , 

g2005(x)=f(g2004(x)). Обчислити g2005(1), якщо f(x)=
[image: image124.wmf]2

1

-

.
Завдання 8 ( 8 клас) Побудуйте розв’язок функціональних рівнянь та перевірте його безпосередньою підстановкою у рівняння (скористайтеся формулами скороченого множення):

а)f 2(x)-1 = 0

б)f 2(x)- х2  = 0

в)f 2(x)+2f(x)+1  = 0;   

г)f 2(x)-2f(x)+1 = 0;   

д)f 2(x)+12f(x)+36 = 0;   

е)f 2(x)-12f(x)+36 = 0;   

є)f 2(x)-2х2f(x)+х4= 0
Завдання 9(8). Знайти функцію  f: (1;
[image: image125.wmf]¥
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 таку,що задовольняє дане рівняння
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Відповідь: немає розв’язку

Завдання  10(8-9). 

Знайти розв’язок f: (1;
[image: image129.wmf]¥
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 функціонального рівняння  та перевірити його, якщо 
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Відповідь: f(x)= 0.

Завдання 11 (8-9).
Знайти функцію  f: (0;
[image: image133.wmf]¥
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®

 таку,що задовольняє дане рівняння
а f(x) - 
[image: image135.wmf])
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 -1, а 
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 1.   

Відповідь:  
[image: image138.wmf])
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Завдання 12 (10-11)

Знайти всі функції f: 
[image: image139.wmf]Z
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 такі, що f(0)=1 i 

f(f(n))=f(f(n+2)+2)=n
 для всіх n з області визначення.

Відповідь. f(n)=1-n.

Завдання 13 (10-11)

Знайти всі функції f: 
[image: image140.wmf]{
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для всіх х
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Відповідь. 
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Завдання 14 (10-11)

Знайти всі функції f: 
[image: image145.wmf]R

R

®

 такі, що 
f(f(x+y))=f(x+y)+f(x)f(y)-xy

для всіх дійсних x,y.
Відповідь. f(x)=x
Додаток А. Рівняння Коші
Знайти всі неперервні функції f(x): R
[image: image146.wmf]®

R ,для яких при всіх дійсних x та  y  виконується рівність 
f(x+y)=f(x)+f(y)    (1)
Розв’язання.

1 підхід. 

Покладемо в (1) x=y=0 
 Тоді  f(0)=2f(0), тобто f(0)=0
Будемо шукати функцію f(x)  у вигляді f(x)=xg(x) , де g(x) - неперервна функція g(x)=a.
Тоді 
(x+y)g(x+y)=xg(x)+yg(y)   (2)
Покладемо в (2) x=y тоді
2xg(2x)=2xg(x)
При всіх дійсних x
[image: image147.wmf]¹

0  маємо  g(2x)=g(x)
Ця рівність звичайно вірна і для x=0, тоді обидві її частини дорівнюють а.

Для довільного x
[image: image148.wmf]¹

0 маємо 

g(x)=g
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Оскільки 
[image: image152.wmf]0
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 а функція g(x) неперервна, то 
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g

х

g

n

=

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

)

0

(

2

   при 
[image: image155.wmf]¥

®

n

. 

Тоді 
[image: image156.wmf]a
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, оскільки g(x) не залежить від n , то g(x)=a.

Значення х можна вибирати довільно. Тому для всіх дійсних х маємо g(x)=a. Звідси f(x)=ax
Підстановкою у задане рівняння пересвідчуємось, що знайдені функції f(x)=ax задовольняють його при довільному дійсному значенні а.

2 підхід.

Геометричні міркування.

Для шуканої функції маємо
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Отже, дана функція не єні опуклою, ні вгнутою. Тому вона може бути лише лінійною, тобто f(x)=ax+b
В раніше викладених міркуваннях встановили f(0)=0 , тому b=0

3 підхід. Метод Коші.
Проаналізуємо суть цього методу

Нехай x=y=0, звідси маємо f(0)=0
Підставимо y=-x, тоді f(0)=f(x)+f(-x), тоді
f(-x)=-f(x)
тобто  f(x)  є непарною.

 Нехай  f(1)=a
 Якщо  x=y=1, то одержимо f(2)=2a
З рівняння Коші випливає, що

f(x1+…+xn)=f(x1)+…+f(xn),              
то при x1=…=xn=1 будемо мати  f(n)=na.

А при x1=…=xn=
[image: image158.wmf]n
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Вибираючи m  аргументів, рівних 
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 Функція f(x) непарна, маємо 
[image: image163.wmf]a
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Крім того, враховуючи f(0)=0=0a, для всіх раціональних  x маємо

f(x)=ax
Якщо x ірраціональне, то розглянемо послідовність раціональних чисел xn , яка збігається до x ( наприклад, десяткові наближення числа x). 

Оскільки  f(x) неперервна ,то  
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Тому f(x)=ax  для всіх  x
[image: image165.wmf]Î

R. Підстановкою  у початкове рівняння переконуємось, що а – довільне дійсне число.

Відповідь. f(x)=ax  для всіх  x
[image: image166.wmf]Î

R.
Додаток Б. Деякі функціональні рівняння та їх загальний розв’язок.
1. Рівняння
[image: image167.png]



в класі  неперервних функцій має розв’язок

[image: image168.png]


.

Такий самий розв’язок воно має в класі монотонних функцій.

2. Рівняння
[image: image169.png]fler+vy)= flz)fly)




в класі  неперервних функцій має розв’язок

[image: image170.png]



(не враховуючи  [image: image171.png]


.

3. Рівняння
[image: image172.png]



в класі  неперервних функцій має розв’язок

[image: image173.png]



 (не враховуючи [image: image174.png]


).

4. Рівняння
[image: image175.png]floey) = flx)fly).




в класі  неперервних функцій має розв’язок

[image: image176.png]



(не враховуючи [image: image177.png]


).
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