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Пе ред мо ва

На у ку ма те ма ти ку мож на розг ля да ти з різних то чок зо ру.
Одні ба чать у ній на сам пе ред своє рід ний інстру мент для на у -
ковців, інже нерів і тех ні ків. Бо за допомогою математичного
моделювання можна порівняно легко і швидко розв’язувати
дуже важливі прикладні проблеми, які іншими методами
розв’язувати надто дорого або неможливо. Ось що го во ри ли про
ма те ма ти ку відомі лю ди:

«У вив чен ня при ро ди ма те ма ти ка робить най біль ший вне -
сок» (Прокл, V ст.).

«Той, хто не знає ма те ма ти ки... не мо же пізна ти світ»
(Р. Бе кон, XIII ст.).

«Лю ди, які зас воїли ве ликі прин ци пи ма те ма ти ки, ма ють
на один ор ган чут тя біль ше, ніж прості смертні» (Ч. Дарвін,
ХІХ ст.).

Ма те ма ти ка не тіль ки ко рис ний інстру мент чи засіб, а й
знач на час ти на за галь но людсь кої куль ту  ри. Як що істо рик опи -
сує тіль ки війни і ре во люції, діяльність царів, пол ко водців і
митців, йо го іс то рія непов на, од нобічна. Ноmо sаріеns – лю ди -
на мис ля ча. То му історія людства пе ре дусім має місти ти опи си
діяль ності кра щих мис ли телів, зок ре ма й ма те ма тиків. Чи ві до-
ме вам найбіль ше відкрит тя XVII ст.? Во но сто суєть ся ма те ма -
ти ки. А чи мо же істо рик об ми на ти най важ ливіші від крит тя?
Які найістотніші зміни відбу ли ся в другій по ло вині XX ст.?
Ство рен ня швид кодію чих елект рон них об чис лю валь них ма -
шин (ЕОМ), а на їх ос нові – комп’ютерів. Комп’юте ри зація на -
у ки і ви роб ни цт ва без пе реч но вно сить у роз ви ток людства
зміни на ба га то важ ливіші й ва гоміші, ніж зміни урядів, ло -
кальні війни і будь9що інше. Щоб пра виль но опи са ти цю епо ху,
істо рик має ска за ти про ство рен ня ЕОМ і комп’ютерів, а для
ць о го він по ви нен хоч тро хи зна ти історію ма те ма ти ки.

Дех то з учнів го во рить: «Мені не потрібна ма те ма ти ка, бо я
не зби ра ю ся бути ма те ма ти ком». Подібна ар гу мен тація анітро -
хи не кра ща та кої: «Мені не потрібен ав то мобіль, бо я не зби ра -
ю ся бути шо фе ром».

Ма те ма ти ка – це своєрідна мо ва, засіб спілку ван ня. Чи ж
мо же філо лог ефек тив но досліджу ва ти різні мо ви, не ма ю чи
уяв лен ня про су час ну ма те ма тич ну мо ву та її історію?

Ма те ма ти ка – ос но ва ба гать ох на ук, по чи на ю чи від філо со фії
й аж до кос мо гонії. А ще во на – логічний тренінг мис ли тель ної
діяль ності для фахівців з будь9якої га лузі знань. Не ви пад ко во
ба га то ма те ма тиків доб ре ви я ви ли се бе і в інших га лу зях. На -
п рик лад, Піфа гор, Р. Де карт, Б. Пас каль – філо со фи, О. Хайям –
по ет, П. Фер ма – юрист, І. Кеп лер – бо гос лов, Г. Лейбніц –
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магістр філо софії, док тор пра ва, юрист, дип ло мат. Цей спи сок
мож на про дов жу ва ти. 

Справжній ма те ма тик має не тіль ки на один «ор ган чут тя»
біль ше від зви чай ної лю ди ни, він має та кож знач но біль ше
«сту пенів сво бо ди». З три вимірно го прос то ру йо му зовсім не
важ ко пе рей ти в чо ти ри вимірний чи в будь9який n9ви мір ний
або в простір Ба на ха, Гіль бер та, Клей на то що. А кож ний із цих
прос торів – див ний своє рід ний світ, ба гат ший і корисніший від
світів, ви га да них фан тас та ми. Ма те ма ти ка та її історія настіль ки
ба гаті, що справжній філо соф, істо рик, будь9який гу манітарій
у них мо же знай ти чи ма ло ціка во го й ко рис но го.

У ць о му підруч ни ку про по нуєть ся інтег ро ва ний курс ма те -
ма ти ки. До нь о го вхо дять най важ ливіші те ми з ариф ме ти ки,
ал геб ри, по чатків аналізу та з ге о метрії.

Ок ремі те ми ви вже знаєте з по пе редніх класів, а більшість –
зовсім нові. На ма гай те ся опа ну ва ти їх. Чи та ю чи те орію, ос нов -
ну ува гу звер тай те на сло ва, над ру ко вані кур си вом і жир ним
шриф том. Кур си вом виділе но терміни, наз ви по нять. Жир ним
шриф том над ру ко ва но важ ливі тверд жен ня, те о ре ми. 

Зна ти ма те ма ти ку – це на сам пе ред уміти ко рис ту ва тися
нею. Учи ти ся ко рис ту ва ти ся ма те ма тич ни ми знан ня ми най -
к ра ще під час розв’язу ван ня за дач. У підруч ни ку є за дачі до
кож ної те ми, до кож но го па раг ра фа – різних рівнів склад ності.
За дачі і впра ви в підруч ни ку поділе но на: «Ви ко най те ус9

но», рівень А, рівень Б і «Вправи для пов то рен ня». Зав дан -
ня, ре ко мен до вані для до машньої ро бо ти, виділено коль о ром. 
У кожно му па раг рафі підруч ни ка є руб ри ка «Ви ко наємо ра -
зом», у якій подано за дачі з розв’язан нями. Ра ди мо перег ля ну ти
їх, перш ніж ви ко ну ва ти до машнє зав дан ня.

Цікаві до пов нен ня до ос нов но го ма теріалу містять ся в руб -
ри ках «Істо ричні відо мості».

Для уза галь нен ня і сис те ма ти зації вив че но го ма теріалу 

призначено рубрики «Го лов не в розділі» і «Са мостійна ро -
бо та». 

У до дат ках для тих, хто хо че дізна ти ся біль ше, про по ну ють -
ся те ми для робіт твор чо го ха рак те ру і спи сок відповідної літе -
ра ту ри. 

Ма те ма ти ку мож на порівня ти з ве ли ким і бар вистим
квітни ком, у яко му ко жен мо же дібра ти собі бу кет за сма ком.
Зро зуміло, щоб зро би ти це, спер шу тре ба ввійти в цей квітник.

Лас ка во про си мо!
Ав тори
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Ісократ (IV ст. до н. е.)
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Важ ли ву роль у ма те ма тиці відігра ють чис ла. Найп ростіші з
них – на ту ральні чис ла 1, 2, 3, 4, 5, ..., які ви ко рис то ву ють під
час лічби. Во ни бу ли відомі ще в доісто ричні ча си. Зро зуміло,
що на зи ва ли і за пи су ва ли їх раніше не так, як те пер.

Не слід ото тож ню ва ти чис ла із циф ра ми. Циф ри – це знач -
ки, яки ми поз на ча ють чис ла. На ту раль них чи сел існує безліч,
а цифр – тіль ки де сять: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Такі циф ри на -
зи ва ють арабсь ки ми або індійсь ки ми. Іноді чис ла поз на ча ють
та кож римсь ки ми циф ра ми І, V, X, L, С, D, М, які відповіда ють
чис лам 1, 5, 10, 50, 100, 500 і 1000. Нап рик лад, чис ло 1998
римсь ки ми циф ра ми за пи суєть ся так: МСМХСVIII. Як що ти -
сяч ба га то, їх відок рем лю ють від оди ниць літерою m. За пис
XXVIImССLХХХІV оз на чає чис ло 27 284.

Існу ють спеціальні поз на чен ня чи сел в аз буці Мор зе. А в
рельєфно9точ ко во му шрифті Брай ля циф ри поз на ча ють різни -
ми конфігу раціями то чок (мал. 1).

Зга даємо, як на зи ва ють і поз на ча ють ве ликі чис ла:

міль ярд – 1 000 000 000 = 109;

трильйон – 1 000 000 000 000 = 1012;

квад рильйон – 1 000 000 000 000 000 = 1015;

квінтильйон – 1 000 000 000 000 000 000 = 1018.

У різних країнах ве ликі чис ла на зи ва ють по9різно му.
Наприк лад, трильйо ном у США, Франції на зи ва ють чис ло
1012, а в Англії, Німеч чині 1018. Ми сло ва ми «міль ярд» і
«більйон» на зи ваємо од не й те са ме чис ло 109, а в Німеч чині
більйо ном прий ня то на зи ва ти чис ло 1012. Вар то звер ну ти ува гу
та кож на те, що ми чис ло 0 не вва жаємо на ту раль ним, а в
Італії, Франції та де я ких інших країнах 0 відно сять до на ту -
раль них чи сел.

§ 1. Дійсні числа

Мал. 1
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Де сять ма різни ми циф ра ми за -
пису ють чис ла у де сят ковій си -
стемі, у якій ра ху ють оди ни ця ми,
де сят ка ми, сот ня ми та інши ми
степе ня ми чис ла 10. Існу ють та -
кож неде сят ко ві сис те ми чис лен -
ня. Найп ро сті ша з них – двій ко ва,
у якій ра ху ють оди ни ця ми, двій -
ка ми, четвірка ми та ін ши ми сте -
пеня ми чис ла 2. Для по з на чен ня
чи сел у двій ковій сис темі до сить
двох цифр: 0 і 1. На п рик лад, за -
писа не в де сят ковій сис темі чис -
ло 137 (або 1 ⋅102 + 3 ⋅10 + 7)
можна по да ти у виг ляді су ми 
1 ⋅27 + 1 ⋅ 23 + 1. То му в двій ковій
сис темі йо го за пи су ють так:
10001001.

Нав чив шись за пи су ва ти на ту -
ральні чис ла за до по мо гою ли ше
двох цифр 0 і 1, учені одер жа ли
мож ливість по з на ча ти їх елек -
трич ним стру мом: циф ра 0 – струм
не про хо дить, 1 – про хо дить. Уявіть, нап рик лад, блок з де ся -
ти лам по чок. Як що в нь о му увімкне но тіль ки пер шу, п’яту,
вось му і дев’яту лам поч ки (мал. 2), то вва жа ють, що поз на -
чено чис ло 1000100110. Пе рек лю ча ти такі бло ки, тоб то «за -
пису ва ти і ви ти рати» чис ла, а от же, до да ва ти і відніма ти їх,
мож на за ти сячні част ки се кун ди. Удос ко на лю ючи такі «су ма -
то ри», фахівці ство ри ли швид ко діючі елект ронні об чис -
лювальні ма ши ни. Об’єднав ши ЕОМ з те левізо ра ми, ство ри ли
комп’ю тери. В ос нові ць о го – за пис чис ла тіль ки дво ма циф -
рами!

Крім на ту раль них, відомі та кож чис ла цілі, раціональні,
дійсні та інші. Мно жи на цілих чи сел містить усі на ту ральні
чис ла, усі про ти лежні їм чис ла і 0, тоб то це чис ла 

..., –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... .

Мал. 2
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Цілі чис ла ра зом з дро бо ви ми ут во рю ють мно жи ну ра ціо -
наль них чи сел. Раціональ ним на зи ва ють кож не чис ло, яке

мож на по да ти у виг ляді дро бу , де m – чис ло ціле, а n – на ту9

раль не. Кож не раціональ не чис ло мож на за пи са ти у виг ляді
скінчен но го або нескінчен но го періодич но го де сят ко во го дро бу.

Існу ють чис ла, відмінні від раціональ них. Нап рик лад, об чис9

лю ючи зна чен ня діста ють нескінченні не пе ріо дичні
де сят кові дро би:

Ці чис ла – не  раціональні.
Чис ла, які зоб ра жа ють ся нескінчен ни ми не періодич ни ми

де сят ко ви ми дро ба ми, на зи ва ють ірраціональ ни ми. Ірра ціо -
наль ний – зна чить не раціональ ний (ла т. ir відповідає за пе ре -
чу вальній частці не).

Ірраціональ ни ми на зи ва ють чис ла, які не мож на ви ра зи ти
у виг ляді відно шен ня двох цілих чи сел. Усі раціональні й 
ір ра ціональні чис ла ра зом на зи ва ють дійсни ми чис ла ми. Кож -
но му дійсно му чис лу на ко ор ди натній прямій відповідає єди на
точ ка і кожній точці ко орди нат ної пря мої – єди не дійсне чис ло.

Уявіть, що на ко ор ди натній пря мій поз на че но дві довільні
точ ки А і В з раціональ ни ми ко ор ди на та ми а і b (мал. 3). Скіль -
ки на відрізку АВ існує то чок з раціональ ни ми коор ди на та ми?
Безліч. А то чок з ірра ціональ ни ми ко ор ди на та ми? Знач но біль -
ше, ніж з раціональ ни ми!

Мно жи ни на ту раль них, цілих, раціональ них, дійсних і комп-
лек с них чи сел поз на ча ють відпо відно літерами N, Z, Q, R, С.
Кож на із цих мно жин нескінчен на і є підмно жи ною (час ти ною)
нас туп ної мно жи ни (мал. 4). То му будь9яке на ту раль не чис ло
мож на вва жа ти вод но час і цілим, і раціональ ним, і дійсним, і
навіть комп ле кс ним (про комплексні числа читайте на с. 78).

Мно жи ну R дійсних чи сел та кож на зи ва ють чис ло вою пря -
мою, а її еле мен ти (чис ла) – точ ка ми чис ло вої пря мої.

Мал. 3 Мал. 4
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Дійсні чис ла мож на порівню ва ти.
З двох до дат них дійсних чи сел біль ше те, у яко го ціла час ти -

на біль ша. Як що цілі час ти ни рівні, біль шим вва жаєть ся те
чис ло, у яко го пер ший з не од на ко вих де сят ко вих знаків біль -
ший, а всі по пе редні од на кові.

Прик ла  ди. 1,4148... > 1,4139... ;
–1,4162... < –1,4139... ;
–0,0674... < 0,00176... .

Розг ля не мо де які влас  ти  вості  мно жи ни дійсних чи сел.
Мно жи на дійсних чи сел R нескінчен на, не містить ні най мен -
шо го, ні найбіль шо го чис ла. Мно жи ни N, Z і Q є її підмно жи на -
ми. Як і мно жи на Q, мно жи на дійсних чи сел скрізь щіль на,
тоб то для будь9яких двох різних дійсних чи сел завж ди мож на
наз ва ти та ке третє дійсне чис ло, яке біль ше за од не з да них, але
мен ше за дру ге. Це вип ли ває з то го, що ко ли a < b, то 

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Як поз на ча ють на ту ральні чис ла? На ведіть прик ла ди.
2. На ведіть прик лад не де сят ко вої сис те ми чис лен ня.
3. Які ви знаєте наз ви для ве ли ких чи сел? За пишіть кіль ка ве ли ких

чи сел та назвіть їх.
4. Назвіть най мен ше на ту раль не чис ло. Чи існує найбіль ше на ту раль -

не чис ло?
5. Які чис ла на зи ва ють  ціли ми? Як поз на чаєть ся мно жи на цілих чи сел?
6. Як на зи ва ють ся цілі до датні чис ла?
7. Назвіть ціле чис ло, яке біль ше від найбіль шо го цілого від’ємно го

чис ла, але мен ше від най мен шо го до дат но го ціло го чис ла.
8. Сфор му люй те оз на чен ня раціональ но го чис ла. Як поз на чаєть ся

мно жи на раціональ них чи сел?  

ПІФА ГОР СА МОСЬ КИЙ
(бл. 580–500 рр. до н. е.)

Давнь ог рець кий ма те ма тик, філо соф. Ор га -
нізу вав свою шко лу (піфа го рейсь кий со юз),
яка бу ла вод но час і релігійним братством, і
політич ною партією. Досліджу вав проб ле ми
те орії чи сел, ге о метрії, гар монії, аст ро номії.
Вва жав, що все виз на ча ють чис ла. Досліджу -
вав різні ви ди чи сел: парні, три кутні, квад ратні,
дос ко налі, дружні то що. Ви я вив, що сто ро на
квад ра та і йо го діаго наль не ма ють спіль ної
міри.
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1. Од на подія ста ла ся в се ре дині
3 ст. н. е., а дру га – в се ре дині 2 ст.
до н. е. Скіль ки ча су пройш ло між
ци ми дво ма подіями?

Р о з в ’ я з а н  н я. 1,5 + 2,5 = 4 ст.
(мал. 5).

Відповідь. 4 століття.

За у ва жен ня. На тра диційній осі ча су відсутні нуль о вий вік і
нуль о вий рік, то му во на відрізняєть ся від ма те ма тич ної чис ло -
вої осі. І як що од на подія відбу лася в m9му році до н. e., а дру га –
в n9му році н. e., то між ци ми подіями пройш ло не m + n, а 
m + n – 1 років. 

2. До ведіть, що між будь9яки ми дво ма раціональ ни ми чис -
ла ми а і b на чис ловій прямій існує безліч раціональ них чи сел.

Розв’язан ня. Не хай а < b. Тоді 2а < а + b і а + b < 2b,

звідси Як що а і b раціональні, то чис ло також

раціональ не. Поз на чив ши йо го літерою m, так са мо пе реко ну9

ємося , що чис ло та кож раціональ не і т. д.

3. По дай те у виг ляді де сят ко во го дро бу: 

Розв’язан ня. Щоб пе рет во ри ти зви чай ний дріб у де сят ко -
вий, потрібно чи сель ник да но го дро бу поділи ти на йо го зна мен -
ник. Маємо:

Відповідь. а) 1,125;  б) 0, 363636...;  в) 1,1666... .

4. Біль ше чи мен ше від міль яр да чис ло 230?
Розв’язан ня. 230 = (210)3 = 10243 > 10003.
Відповідь. Чис ло 230 біль ше від міль яр да. 

1. Які із чи сел 35, –128, – раціональні, які –
ірраціональні, які – дійсні?

Мал. 5
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2. Яке з тверджень правильне:
а) кожне натуральне число є дійсним;
б) кожне ціле число є дійсним;
в) кожне раціональне число є дійсним;
г) кожне ірраціональне число є дійсним;
ґ) не кожне дійсне число є раціональним;
д) не кожне дійсне число є ірраціональним?

3. Укажіть правильні твердження:
а) 2π – число дійсне;                    б) –π – число ірраціональне;
в) 1 + π – число ірраціональне;  г) π : 2π – число раціональне.

4. Чи правильні схеми на малюнках 6 і 7?

Мал. 6

Мал. 7

5. Які із записів правильні?
а) –3 ∈ N; б) 0 ∈ R; в) 0,5 ∈ Z; г)

ґ) –7 ∈ Q; д) е) є) 0,333 ∈ Q.
6. Чи правильні твердження:

а) будь9яке натуральне число є раціональним; 
б) будь9яке натуральне число є дійсним; 
в) будь9яке ціле число є натуральним; 
г) будь9яке раціональне число є цілим; 
ґ) будь9яке ірраціональне число є дійсним?

7. Для будь9яких дійсних чисел а, b, с правильні рівності 
а + b = b + а,  а + (b + с) = (а + b) + с,  аb = bа,  а(bс) = (аb)с, 

(а + b)с = ас + bс. 
Які закони дій виражають ці рівності?
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8. На скільки число 3 більше від –2? А від 2?
9. Назвіть кілька раціональних чисел. Чи є раціональними чис9

ла 5; –3; 0; 2,01? 
10. Назвіть кілька дійсних чисел, які не є раціональ ними.

Як називаються такі числа?

11. Запишіть число, яке має 38 мільярдів, 7 тисяч і 5 оди ниць.
12. Скільки хвилин пройшло від початку нашої ери до сьогодні?
13. Серце здорової людини робить у середньому 70 скоро-

чень за хвилину. Скільки разів воно скорочується протягом
70 років? 

14. Обчисліть:
а) 432 ⋅ (567 – 202) + 1001 : 13 + 28;
б) (43 ⋅ 19 – 26 928 : 33) ⋅ (16 112 : 53 – 304).

15. Знайдіть суму всіх натуральних чисел, менших від 100. 
16. Розгляньте рівності. Чи правильні вони? Які законо мір -

ності ви помітили? Спробуйте продовжити записи.
а) 1 + 9 ⋅ 0 = 1,          б) 1 + 8 ⋅ 1 = 9,

2 + 9 ⋅ 1 = 11, 2 + 8 ⋅ 12 = 98,
3 + 9 ⋅ 12 = 111;        3 + 8 ⋅ 123 = 987. 

17. Запишіть римськими цифрами число:
а) 47; б) 109; в) 1999; г) 2009.

18. Подайте у вигляді звичайного дробу числа: 

а) 0,25; б) 1,3;       в) 0,333; г) 7;       ґ) 

19. Подайте у вигляді десяткового дробу числа:

20. Подайте у вигляді нескінченного десяткового дробу числа:

21. Порівняйте числа:

22. Яке з чисел менше:

23. Яке з чисел більше:

  

À
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24. З поданих нижче чисел випишіть: а) цілі; б) ірра ціо нальні.

25. Які із чисел 

раціональні?
26. Чи є серед чисел –9; 1,21; 1; 3; 0; ; 0,41:

а) натуральні;    б) дійсні?

27. Числа 10 111, 1 101 110, 10 000 000 записано у двійковій
системі. Запишіть їх у десятковій системі числення.

28. Спробуйте знайти суму й різницю чисел 1 011 101 і
110 100, записаних у двійковій системі числення.

29. Уявіть, що якась жінка М на початку нашої ери наро -
дила двох дочок, кожна з яких до 33 років народила також не
менше двох дочок, а кожна з них – також не менше двох дочок
і т. д. Скільки нащадків жінки М жило б за таких умов у наші
дні? Чи могло б таке бути?

30. Задумайте будь9яке трицифрове число. Допишіть до ньо -
го таке саме, щоб утворилося шестицифрове число. Поділіть це
шестицифрове число на 13, знайдену частку – на 11, а нову
частку – на задумане трицифрове число. Я знаю, яке число ви
одержали в результаті. На основі чого я безпомилково можу
вгадати результат?

31. Поет Віргілій народився в 70 р. до н. е. У якому році тре -
ба було відзначати 20009річчя з дня його народження?

32. За візантійською хронологією від створення світу до
Різдва Христового пройшло 5508 років. У літописі зазнача ється,
що якась подія відбулася 7168 року. Про який рік ідеться?

33. Видатний український математик Михайло Пилипович
Кравчук народився 27 вересня 1892 року, а помер 9 березня
1942 року. Скільки років прожив наш співвітчизник? Скільки
часу пройшло від дня його народження дотепер? 

34. З’ясуйте роки життя видатних українських математиків
М.В. Остроградського, В.Я. Буняковського, Г.Ф. Вороного і за
цими даними складіть і розв’яжіть задачі.

35. Яке з наведених чисел

є ірраціональним?

36. Один учень говорить, що число ірра ціо наль-
не, а другий, що раціональне. Хто з них має рацію?

Á
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37. Чи правильно, що сума двох раціональних чисел є число
раціональне? А чи завжди сума двох ірраціональних чисел є
число ірраціональне?

38. Чи правильно, що сума, різниця, добуток і частка двох
дійсних чисел – числа дійсні?

39. Чи може бути раціональним числом:
а) сума ірраціональних чисел;
б) різниця ірраціональних чисел;
в) добуток ірраціональних чисел;
г) степінь ірраціонального числа;
ґ) частка двох ірраціональних чисел? 

Відповідь обґрунтуйте.

40. Знайдіть значення виразу:

.

41. Розв’яжіть рівняння:
а) х2 – 7х + 6 = 0;                б) х2 – 4х – 21 = 0.

42. Спростіть вираз:
а) (х – 5)(2х + 3) + 7х;       б) (3а – 2)(а + 4) – 3а2.

Як ви вже знаєте, числа можна записувати в різних видах.
Відповідно й обчислення можна здійснювати по9різному. Якщо
дані числа раціональні, то дії над ними можна виконувати в
звичайних або десяткових дробах – усно, письмово чи за до по мо -
гою калькуляторів. Якщо серед даних чисел є й ірраціо нальні,
то обчислення можна вести у вигляді перетворень ірраціо наль -
них виразів або за допомогою десяткових наближень.

Для додавання і множення дійсних чисел а, b, с справ джу -
ються такі закони:

а + b = b + а – переставний закон додавання; 
(а + b) + с = а + (b + с) – сполучний закон додаван ня;
а ⋅ b = b ⋅ а – переставний закон множення; 
(а ⋅ b) ⋅ с = а ⋅ (b ⋅ с) – сполучний закон множення;
(а + b) ⋅ с = а ⋅ с + b ⋅ с – розподільний закон мно ження.

§ 2. Обчислення
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Віднімання означується як дія, обернена додаванню, ділен -
ня – як дія, обернена множенню.

У множині раціональних чисел Q завжди виконуються дії
додавання, віднімання, множення і ділення (за винят ком
ділення на 0). Виконуваністю дії ділення множина Q істотно
відрізняється від множини цілих чисел Z, у якій ця дія вико -
нується не завжди. 

На практиці, розв’язуючи прикладні задачі, обчислення ви -
конують не з абстрактними числами, а з числами, які вира жа ють
значення конкретних величин (маси, відстані, часу, швид кості,
площі, об’єму тощо). Існують різні одиниці вимірю вання цих
та інших величин. Для кількісної характерис тики однієї ве -
личини можна вико ри стовувати різні одиниці вимі рювання.
Наприклад, у метричній системі дов жи ну вимі рюють у кіло -
мет рах, метрах, санти мет рах, міліметрах. Щоб порівнювати і
ви ко нувати дії над значеннями величин, по трібно вміти пере -
творювати одні одиниці виміру на інші. Для цього кори стуються
формулами або спеціальними таб ли цями. Наприклад:

1га = 100 ар = 10 000 м2;
1 л = 1 дм3 = 1000 см3 = 0,001 м3.

Розв’язуючи прикладні задачі, переважно мають справу не з
точними, а з наближеними значеннями величин. Щоб мати
найменшу похибку в таких розрахунках, слід дотримуватися
такого правила округлення.

Якщо число округлюють до деякого розряду, то всі наступні
за цим розрядом цифри відкидають. Якщо перша з відкинутих
цифр 0, 1, 2, 3 або 4 (5, 6, 7, 8 або 9), то останню цифру, що
залишається, не змінюють (збільшують на 1).

Розв’язуючи прикладні задачі, ірраціональні числа зви чай но
округлюють, відкидаючи їх нескінченні «хвости» де сятко вих зна -
ків. Наприклад, якщо треба знайти значення суми чисел π і 
з точністю до тисячних, пишуть: 

Аналогічно можна знайти наближене значення добутку даних
дійсних чисел: 

Тепер науковцям часто доводиться виконувати обчислення
над числами, записаними в стандартному вигляді. 

Запис числа у вигляді а ⋅ 10n, де 1 � а < 10, n – ціле, на зи -
вають стандартним виглядом числа. Число n у такому записі
називають порядком даного числа.

Запишемо в стандартному вигляді числа, якими вира жа ють-
ся маси Землі, Місяця і маленької мурашки. 
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5 980 000 000 000 000 000 000 т = 5,98 ⋅ 1021 т, 
73 500 000 000 000 000 000 т = 7,35 ⋅ 1019 т, 
0,0000015 кг = 1,5 ⋅ 10–6 кг. 
Числа, записані в стандартному ви гля ді, можна додавати,

від ні мати, множити і ділити. Наприклад, якщо а = 4,2 ⋅ 105 і 
b = 1,5 ⋅ 105, то

а + b = 4,2 ⋅ 105 + 1,5 ⋅ 105 = (4,2 + 1,5) ⋅ 105 = 5,7 ⋅ 105;
а – b = 4,2 ⋅ 105 – 1,5 ⋅ 105 = (4,2 – 1,5) ⋅ 105 = 2,7 ⋅ 105;
а ⋅ b = 4,2 ⋅ 105 ⋅ 1,5 ⋅ 105 = (4,2 ⋅ 1,5) ⋅ 105 ⋅ 105 = 6,3 ⋅ 1010;
а : b = (4,2 ⋅ 105) : (1,5 ⋅ 105) = 4,2 : 1,5 = 2,8.
В останньому прикладі застосовано основну властивість

відношення.
Питання про обчислення в математиці здавна було одним з

найважливіших, а в окремі періоди – і найважчим. Відомий
вчений середньовіччя Беда Достойний писав: «У світі є чимало
важких речей, але немає нічого важчого за чотири дії ариф ме -
тики». Оскільки теперішніх алгоритмів дій навіть над
натуральними числами тоді люди не знали, одні рахували,
користуючися ква солинами, кісточками слив чи ка мінцями,

інші – «на лі ніях». На малюнку 8,
узятому з кни  жки ХVІ ст., муза
Арифметика спо сте рігає, як ді ють
два обчислювачі: один на абаці,
другий – користу ючись пером.

Коли з’явились арифмометри,
стали і їх використовувати. З ви най -
денням ЕОМ і особливо мікрокаль -
куляторів навіть найскладніші об -
числення стали доступні багатьом.

Сучасні комп’ютерні технології
дають змогу автоматизувати процес
обчислення. Доступною і простою для
виконання різного роду обчис лень є
програма Excel, якою оснащено су -
час  ні комп’ютери.

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Які арифметичні дії вам відомі?
2. Які дії завжди можливі в множині натуральних чисел? А в множи -

нах Z, Q, R?
3. Які ви знаєте закони дій? Сформулюйте їх.
4. Чому не можна ділити на 0?
5. Що ви розумієте під сумою двох ірраціональних чисел? А під їх

добутком?

Мал. 8
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1. Обчисліть значення виразу A.

Р о з в ’ я з а н  н я. Перетворимо звичайні дроби в десяткові,
виконаємо від по від ні дії в чисельнику і знаменнику, а потім
поділимо чисель ник на знаменник. Маємо:

2. Рекомендовані розміри футбольного поля 115 × 75 ярдів.
Якою буде площа такого поля у м2?

Р о з в ’ я з а н  н я. Ярд (англ. yard) – британська одиниця ви мі -
рювання відстані. 

1 ярд = 3 фути = 36 дюймів = 0,9144 м, 
115 ярдів = 115 ⋅ 0,9144 = 105,156 ≈ 105 (м), 
75 ярдів = 75 ⋅ 0,9144 = 68,58 ≈ 69 (м). 
Площа футбольного поля 105 ⋅ 69 ≈ 7245 (м2).
3. На фарбування 7,5 м2 підлоги потрібно 0,75 кг фарби. Скіль-

ки фарби потрібно, щоб пофарбувати підлогу, розміри якої 3,2 м
і 4,5 м?

Р о з в ’ я з а н  н я. Площа підлоги, яку потрібно пофарбувати,
3,2 ⋅ 4,5 = 14,4 (м2). Маса фарби пропорційна площі підлоги,
тому маємо пропорцію 7,5 м2 : 14,4 м2 = 0,75 : х. Звідси х = 1,44 кг.

Обчисліть (43, 44).
43. а) 23,5 ⋅ 10,          б) 47,96 ⋅ 100, в) 12,077 ⋅ 1000,

0,08 ⋅ 10; 10 005 : 100; 0,0036 ⋅ 1000.
44. а) 345 ⋅ 0,1, б) 29,5 ⋅ 0,01,     в) 345,8 ⋅ 0,001,

2,3 ⋅ 0,1; 3,7 ⋅ 0,01; 67,981 : 0,001.
45. Знайдіть значення виразу зручним способом: 

а) 3,72 ⋅ 2,41 – 2,72 ⋅ 2,41; б) 2,252 – 0,252; 
в) 5, 27 ⋅ 1,45 + 4,73 ⋅ 1,45; г) 0,04 – 10,22.

46. Назвіть числа, позначені крапками:
1 м = ... см; 1 м = ... дм; 1 см = ... мм;
1 м2 = ... дм2; 1 м2 = ... см2; 1 дм2 = ... см2;
1 т = ... ц; 1 ц = ... кг; 1 кг = ... г;
1 год = ... хв; 1 хв = ... с; 1 год = ... с.
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47. Знайдіть суму всіх цілих чисел:
а) від –10 до 10;    б) від –30 до 32;    в) від 28 до 32. 

48. На скільки сума чисел 4,35 і 2,3 більша за їх різницю?

49. Обчисліть зручним способом:
а) 24,1 ⋅ 1,4 + 24,1 ⋅ 1,01 – 24,1 ⋅ 1,41;
б) 1,3 ⋅ 37 + 1,3 ⋅ 63 + 2,3 ⋅ 74 + 2,3 ⋅ 26.

Виконайте ділення (50–51). 
50. а) 250 кг : 50 кг;      б) 6 ц : 75 кг;

в) 8 грн. : 40 к.;     г) 7 грн. 20 к. : 80 к.
51. а) 8 м : 40 см; б) 3 м 20 см : 80 см;

в) 3 год : 45 хв;         г) 5 год 20 хв : 16 хв.
52. Знайдіть невідомий член пропорції:

53. Поділіть число 600 на частини, пропорційні числам 2, 5 і 8.
54. Знайдіть середнє арифметичне і середнє геометричне чи -

сел 2 і 18.
55. Знайдіть суму, різницю, добуток і частку чисел 4,2 і 
56. Продовжте обчислення, подані нижче.

Трикутні числа
1 9 ⋅ 9 + 7 = 88

9 ⋅ 98 + 6 = 888
3 9 ⋅ 987 + 5 =

9 ⋅ 9876 + 4 =
6 9 ⋅ 98 765 + 3 =

9 ⋅ 987 654 + 2 =
10

112 = 121
15 1112 = 12 321

11112 =
Яке наступне? 11 1112 =
Яке десяте? 111 1112 =
Яке n9не? 1 111 1112 =

Обчисліть значення виразу (57–65).

57.

58.

À
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59. а)   ; б) .

60. а)   ; б) .

61. а)   ; б) .

62. а)   ; б) .

63. а)       ; б) .

64. а) ; б) .

65. а) ; б) .
66. Автомобіль їхав протягом а год зі швидкістю 72 км/год і

b год зі швидкістю 84 км/год. Скільки кілометрів він проїхав?
Обчисліть, якщо:

а) а = 3 і b = 2,5;    б) а = 1,3 і b = 3,5;    в) 

67. Відстань від Сонця до Землі дорівнює 1,5 ⋅ 108 км. За який
час світло проходить цей шлях, якщо швидкість світла дорів -
нює 3 ⋅ 105 км/год?

68. Для фарбування підлоги площею 12,5 × 4,2 м2 витрачено
5,78 кг фарби. Скільки потрібно фарби для фарбування підлоги
в кімнаті площею 5,2 × 4,6 м2?

69. Масу коня можна визначити за формулою так: маса (кг) =
= обхват грудної клітки (см) × 6 – 620. Знайдіть масу коня, об хват
грудної клітки якого наближено дорівнює: а) 180 см; б) 200 см;
в) 220 см.

70. Масу коня можна визначити за іншою формулою: маса (кг) =
= обхват грудної клітки (см) × K, де K = 2,7 (для легких коней),
K = 3,1 (для середніх) і K = 3,5 (для великих коней). Обчисліть
масу коня, обхват грудної клітки якого наближено дорівнює: 
а) 180 см; б) 200 см; в) 220 см. Порівняйте результати з отри -
маними в попередній задачі.

71. Циркова арена у формі круга з’явилась у Лондоні в кінці
XVIII ст. Її діаметр – 42 фути – було обрано таким чином, щоб
для вершника, який скаче на коні, ство рювалася оптимальна
відцентрова сила. Знайдіть площу циркової арени (у м2) і дов -
жину її кола (у м). Результати округліть до десятих.

Знайдіть значення виразу зручним способом (72–75).

72.

Á
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73.

74. а) 750 ⋅ 550 – (3525 – 1)(3525 + 1);
б) 830 ⋅ 930 + (1 – 7215)(1 + 7215).

75. а) (3232 – 2)(3232 + 2) – 864 ⋅ 464;
б) (3 + 548)(3 – 548) + 616 ⋅ 916.

76. Порівняйте значення величин:
а) 5 км/год і 5 м/с;       б) 1250 хв і 25 год;
в) 4 дюйми і 10 см;       г) 500 г і 1 фунт.

Обчисліть (77–79).

77.

78.

79.

80. Що більше: 

81. Доведіть, що 

82. Знайдіть значення виразу:
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83. В основі басейну для водного поло – прямо кут ник з роз -
мі  рами 25 м і 15 м. Яку найменшу кількість літрів води має
містити басейн, якщо відомо, що мінімальна глибина такого
басейну має бути 1,8 м?  

84. Ділянка електричного кола складається з трьох послі -
довно з’єднаних резисторів, які мають опори R1 ≈ 3,869 Ом,
R2 ≈ 4,455 Ом, R3 ≈ 1,61 Ом. Знайдіть загальний опір на ділянці
цього кола. Результат округліть до сотих.

85. Турист на човні рухався спочатку проти течії річки, а потім
за течією. Який шлях він пройшов загалом, якщо швидкість
човна в стоячій воді – 25 км/год, швидкість течії річки 2 км/год,
час руху за течією tз, а проти течії tп? Обчисліть за умови:

а) tп = 30 хв, tз = 1 год 10 хв;   б) tп = 15 хв, tз = 50 хв.
86. Вартість обладнання – А грн., а вартість його капі таль -

ного ремонту – r. До капітального ремонту обладнання працює
n років, а з ремонтом – m років. Відомо, що капітальний ремонт

є рентабельним, якщо 

Визначте, в якому випадку капітальний ремонт обладнання
буде рента бельним:

а) А = 1200 грн., r = 300 грн., n = 3 роки, m = 4 роки;
б) А = 2100 грн., r = 800 грн., n = 6 років, m = 10 років;
в) А = 3500 грн., r = 2000 грн., n = 12 років, m = 20 років;
г) А = 6000 грн., r = 2500 грн., n = 10 років, m = 20 років.

87. На деякий момент часу зафіксовано курси валют, подані
в таблиці.

Знайдіть суму грошей у національній валюті, за курсом НБУ
і комерційним, якщо в наявності було:

а) 21,3 євро,  231,3 дол.,  135 руб.,  12 375,5 грн.;
б) 91,5 євро,  321,5 дол.,  35 руб.,  1237 грн.;
в) 71,2 євро,  23 дол.,  535 руб.,  92 375,5 грн.

88. Одне з двох натуральних чисел на 5 більше за інше. Знай -
діть ці числа, якщо їх добуток дорівнює 266.

89. Раціональним чи ірраціональним є число?

Назва Курс НБУ Комерційний курс

1 долар США 7,64 7,831

1 євро 10,73 10,96
1 російський рубль 0,25 0,26
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90. Знайдіть 12 % від числа: а) 45; б) 2,5.
91. Знайдіть число, 15 % якого дорівнює: а) 300; б) 0,6.

Багатьом фахівцям часто доводиться виконувати обчи слен ня
за умови, якщо деякі значення виражено у відсотках. Коротко
їх називають відсотковими розрахунками.

Нагадаємо, що відсоток – це сота частина.
1 % = 0,01,  10 % = 0,1,  100 % = 1.
Примітка. Відсотки часто називають процентами, а за мість

«скільки відсотків» іноді кажуть «який відсоток».
Існує три основні види задач на відсотки:

знаходження відсотків від числа;
знаходження числа за відсотками;
знаходження відсоткового відношення двох чисел.

Розглянемо приклади таких задач.
Потрібно зорати поле, площа якого дорівнює 300 га. За

перший день трактористи виконали 40 % завдання. Скільки
гектарів зорали вони за перший день?

За перший день трактористи зорали 120 га, що ста новить
40 % поля. Знайдіть площу всього поля.

Потрібно зорати поле, площа якого дорівнює 300 га. За
перший день трактористи зорали 120 га. Скільки від сотків
усього поля вони зорали за перший день?

Спробуйте розв’язати кожну із цих задач кількома спосо ба ми,

замінивши 40 % дробом 0,4 чи 

Такі задачі зручно розв’язувати способом пропорції. Офор м -
люва ти розв’язання сформульованих задач можна так:

300 га – 100 %,

х га – 40 %.

120 га – 40 %, 

х га – 100 %.

300 га – 100 %, 

120 га – х %.
Крім трьох основних видів задач, існують також склад ніші

задачі на відсотки. Насамперед це задачі, в яких ідеться про
збільшення чи зменшення чого9небудь на кіль ка відсотків, і
обернені до них. Розв’язуючи такі задачі, уточнюйте насам -

3

2

1

3

2

1

3

2
1

§ 3. Відсоткові розрахунки
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перед про відсотки від чого саме йдеться. Про це в задачі прямо
не говориться, але існують домовле ності про розуміння тих чи
інших висловлювань.

Для прикладу розглянемо задачу.
Задача. Спочатку ціну на товар підвищили на 10 %, а потім

знизили на 10 %. Як змінилася ціна на цей товар у результаті
двох переоцінок?

Зверніть увагу на те, що перший раз ідеться про 10 % від
початкової ціни, а другий раз – про 10 % від підвище ної ціни.
А вони не однакові.

Р о з в ’ я з а н  н я. Нехай спочатку товар коштував а грн.
Після підвищення ціни на 10 % він став коштувати а грн. +

+ 0,1а грн., або 1,1а грн.
10 % від підвищеної ціни становлять (1,1а ⋅ 0,1) грн., або

0,11а грн. Після зниження вартості товар став кошту вати (1,1а –
– 0,11а) грн., або 0,99а грн.

Отже, спочатку товар коштував а грн., а після двох пе ре оці -
нок став коштувати 0,99а грн., тобто на 0,01а грн. менше. Це
становить 0,01а : а = 0,01, або 1 %.

Відповідь. Після двох переоцінок початкова ціна това ру
знизилася на 1%.

Особливо часто доводиться розв’язувати задачі на відсотки
бухгалтерам і працівникам банків. Розглянемо для прикладу
задачі, пов’язані з нарахуванням відсоткових грошей.

Прості відсотки – це нарахування відсотків лише на по чат -
ково інвестовану суму.

Наприклад, на початку року вкладник розміщує на рахунку
в банку суму Р під відсоток r. Через рік він одержить суму Р1,
яка дорівнює початковому вкладу (Р) плюс нараховані від сотки:

Через два і три роки сума на рахунку складатиме:

Аналогічно можна представити суму Рn, яку вкладник одер -
жить через n років:

Тут Р – сума початкового вкладу, Рn – сума вкладу через n років.
Нарахування за схемою простих відсотків застосовується,

як правило, в короткострокових фінансових операціях, коли
після кожного інтервалу нарахування кредитору виплачують ся
відсотки, а також у будь9яких інших випадках за домов ле ністю
сторін, що беруть участь в операції.
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У довгострокових фінансово9кредитних угодах частіше
використовують складні відсотки – їх нараховують не тільки на
основну суму, а й на нараховані раніше відсотки. У цьому
випадку кажуть, що відбувається капіталізація відсотків у міру
їх нарахування.

Припустимо, що вкладник дав ощадбанку під 9 % річних
1000 грн. Це – початковий капітал. Через рік банк нарахує
вкладнику за це 90 грн. відсоткових грошей (9 % від 1000 грн.).
Після цього на рахунку вкладника стане 1090 грн., оскільки
1000 (1 + 0,09) = 1090. За другий рік відсоткових грошей йому
нара хують уже 9 % від 1090 грн.; нарощений капітал вклад9
ника після двох років дорівнюватиме 1000 (1 + 0,09)2 грн.
Зрозуміло, що через n років нарощений капітал становитиме
1000 (1 + 0,09)n грн.

Взагалі, вкладений в ощадбанк початковий капітал А0 під
р % річних через n років перетвориться в нарощений капітал:

Це формула складних відсотків. За цією формулою можна
розв’язувати також задачі, не пов’язані з нарощенням капі талу.

Відсоткові гроші за неповний рік нараховують пропорційно
до числа днів. Наприклад, якщо 350 грн., віддані під 11 % річ них,

були в банку 183 дні, тобто року, то за це вкладник одер жить

(грн.). Нарощений капітал вкладника дорівню-

вати ме 369,25 грн.
Подібні до поняття відсотка проміле і проба.
Проміле – це одна тисячна (1 ‰ = 0,001). Наприклад, роз -

чин солі, концентрація якого 5 проміле, – це розчин, 1000 г
якого містять 5 г солі.

Пробами характеризують сплави дорогоцінних металів.
Так, золото 8759ї проби – це сплав, 1000 г якого містять 875 г
чистого золота.

Примітка. До переходу на метричну систему мір (1918 р.)
пробою називалося дещо інше. У старих підручниках ариф -
метики пояснювалося: «Проба означає, скільки вагових частин
чистого металу міститься в 96 вагових частинах сплаву». Тоді
пробою називали кількість золотників чистого металу, які
містяться в одному фунті сплаву. А 1 фунт дорівнював 96 зо -
лотникам. Сплав, який тепер називають золотом 7509ї проби,
рані ше називали золотом 729ї проби. А в багатьох англомовних
краї нах його і тепер називають золотом 189ї проби. 

Проби дорогоцінних металів, з яких виготовляють різ ні
вироби, не довільні. В Україні законом установлено такі проби:
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• для золота – 375, 500, 583, 750, 958; 
• для срібла – 800, 875, 916.

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ
1. Що таке відсоток? А відсоток числа?
2. Що таке відсоткове відношення двох чисел?
3. Назвіть три основні види задач на відсотки.
4. Як знайти кілька відсотків від числа?
5. Як знайти число за відсотками?
6. Як знайти відсоткове відношення двох чисел?
7. Яким способом зручно розв’язувати задачі на відсотки?

1. Під час перевірки вологість зерна дорівнювала 16 %. 2 ц цьо-
го зерна просушили, після чого воно втратило 20 кг. Ви знач те
вологість зерна після просушування.

Розв’язання. 2 ц = 200 кг (мал. 9).
1) Скільки вологи містили 200 кг

зерна до просушування?
200 ⋅ 0,16 = 32 (кг).

2) Скільки вологи містило зерно піс -
ля просушування? 

32 – 20 = 12 (кг).
3) Якою стала маса всього зерна

після просушування? 
200 – 20 = 180 (кг).

4) Якою стала вологість зерна після
просушування? 

12 : 180 = 0,0666... ≈ 6,7 (%).
2. На малюнку 10 наведено діаграму вікового складу укра -

їнців, які жили в 1897 р. в Росії. Скільки відсотків від усього 

Мал. 9

Мал. 10
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українського населення становили тоді діти віком до 10 років?
А скільки діти і молодь до 20 років? Скільки новонароджених
не доживало до 10 років?

Розв’язання. Хлопчиків до 10 років тоді було близько 31 %,
стільки ж і дівчаток. Отже, дітей до 10 років було трохи більше
30 %.

Молоді від 10 до 20 років було близько 22 %. Отже, разом з
дітьми вони становили приблизно 52 %. Людей старшого віку
було близько 48 %.

Оскільки діти віком до 10 років становили приблизно 31 %
усіх українців, а молодь від 10 до 20 років – близько 22 %, то не
доживали до 109річного віку близько 30 % усіх дітей.

3. До 10 кг 39відсоткового розчину солі долили 5 л води. На
скільки відсотків зменшилася концентрація розчину?

Розв’язання. Наявний розчин мав 10 ⋅ 0,03 = 0,3 (кг) солі.
5 л води мають масу 5 кг. Маса утвореного розчину 15 кг, він
містить 0,3 кг солі. Знайдемо його концентрацію.

0,3 : 15 = 0,02,   0,02 = 2 %,   3 % – 2 % = 1 %.
Відповідь. Відсоткова концентрація розчину зменшилася

на 1 %.

92. Знайдіть 10 % від числа: 180; 6000; 40; 8; 0,75. 
93. Знайдіть число, 50 % якого дорівнюють: 8; 20; 18 000; 1. 
94. Виразіть у відсотках відношення:

9 : 100;   6 : 10;   7 : 20;   13 : 10;  

95. Скільки відсотків становлять:
а) 5 від 20; б) 15 від 60;

96. Скільки відсотків становлять:
а) 3 см відносно 12 см;     б) 5 см відносно 1 дм;
в) 80 г відносно 1 кг; г) 5 хв відносно 1 год;
ґ) 0,1 м відносно 1 м; д) 0,1 г відносно 1 кг;
е) 2 с відносно 1 год; є) 3 ц відносно 1 т?

97. Скільки відсотків площі всього квадрата
становить площа його зафарбованої частини
(мал. 11)?

98. На скільки відсотків змінилося значення
вели чи ни, якщо воно: а) збільшилося вдвічі;
б) збільши лося втричі; в) зменшилося вдвічі;
г) зменшилося в чотири рази; г) зменшилося в
п’ять разів? Мал. 11
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99. У скільки разів збільшилося значення величини, якщо
воно збіль ши лося на: а) 300 %; б) 50 %; в) 200 %; г) 150 %?

100. Із 120 випускників фінансового коледжу 20 % було
направлено на роботу в банки, а 25 % – у заклади торгівлі.
Скільки випускників ще не працевлаштовано? 

101. У три цистерни розлили 30 000 т нафти. У першій
цистерні 35 % усієї нафти, у другій – 40 %. Скільки тонн нафти
міститься в третій цистерні? 

102. Три баржі перевозили деякий вантаж. Перша перевезла
30 % усього вантажу, друга – 25 % усього вантажу, а третя
решту 55 т. Яка маса всього вантажу?

103. У 109А класі 24 учні і 25 % з них протягом навчального
року не пропустили жодного заняття. У 109Б класі 25 учнів і
20 % з них не пропустили жодного заняття протягом нав чаль -
ного року. Який відсоток учнів обох класів, які постійно відві -
ду вали заняття?

104. З 20 000 клієнтів банку триста звернулись із скаргами.
Який відсоток клієнтів банку, задоволених його роботою? 

105. Сторони прямокутника дорівнюють 12 см і 15 см. Знай -
діть р % його площі, якщо:

а) р = 18;     б) р = 30;     в) р = 125. 
106. Довжина однієї сторони трикутника дорівнює 6 м, а сума

двох інших становить 150 % цієї сторони. Знайдіть периметр
трикутника. 

107. З молока виходить 10 % сиру. Скільки молока треба,
щоб вийшло 50 кг сиру? 

108. Із цукрових буряків виходить 15 % цукру. Скільки бу -
ря  ків потрібно переробити, щоб вийшло 3 т цукру? 

109. Пошта обслуговує 3000 пенсіонерів. 1020 з них – чоло -
віки, решта – жінки. На скільки відсотків кількість жінок
пенсіонерок перевищує кількість пенсіонерів чоловіків? 

110. На склад центрального банку надійшло 95 найменувань
бланків, які використовують центральний банк та його від ді -
лення. 20 % найменувань використовують тільки відділення.
Скільки найменувань бланків використовує центральний банк? 

111. Латунь – сплав 60 % міді і 40 % цинку. Скільки міді і
цинку треба сплавити, щоб вийшло 200 кг латуні? 

112. Бронза – сплав міді й олова. Скільки відсотків олова в
бронзовому злитку, який містить 33 кг міді і 17 кг олова? 

113. Англійську мову вивчають 165 студентів першого курсу
фізико9математичного інституту педагогічного університету,
що становить 75 % усіх першокурсників. Скільки всього першо-
курсників навчається на фізматі? 

À
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114. Страхова компанія обслужила 63 особи, що становить
15 % від усіх клієнтів. Скільки клієнтів має страхова компа нія?

115. Який відсоток доби становлять 500 хвилин? 
116. Сума коштів у 2000 гривень інвестована в десятирічний

трастовий фонд під простий річний відсоток у 16 %. Якою буде
величина капіталу в кінці десятиріччя? 

117. Підприємству надано 50 000 грн. у кредит на шість міся-
ців за ставкою 18 % річних. Яку суму підприємство має повер нути
банку через півроку?

118. Малина під час сушіння втрачає 75 % своєї маси. Скіль -
ки свіжої малини потрібно висушити, щоб мати 5 кг сушеної? 

119. З молока виходить 20 % вершків, а з вершків – 25 %
масла. Скільки треба молока, щоб одержати 100 кг масла?

120. Руда містить 60 % заліза. З неї виплавляють чавун,
який містить 98 % заліза. Із скількох тонн руди виплавляють
200 т чавуну? 

121. Кам’яне вугілля містить у середньому 80 % вуглецю, а
торф – 56 %. Скільки потрібно взяти торфу, щоб маса вуглецю
в ньому була такою, як у 2 т вугілля? 

122. Власник магазину підвищив ціну на чоловічі краватки
на 25 %, але, як з’ясувалось, його товар перестали купувати за
такими високими цінами, і йому довелося знизити нові ціни
на 25 %. Ціна краватки тепер становить 126 грн. Якою була
початкова ціна краватки? 

123. Ціну на товар знизили спочатку на 20 %, а потім ще на
15 %, і в результаті він став коштувати 53,8 грн. Якою була
початкова ціна товару?

124. В одному мішку крупи на 2 % менше, ніж у другому.
На скільки відсотків у другому мішку крупи більше, ніж у
першому?

125. У 109му класі хлопців на 25 % більше, ніж дівчат. На
скіль ки відсотків дівчат у цьому класі менше, ніж хлопців? 

126. Ціна краму спочатку знизилася на 5 %, а потім ще раз
на 10 %. На скільки відсотків змінилася вона після двох
переоцінок? 

127. Ціна на автомобіль спочатку знизилась на 15 %, а потім
підвищилася на 10 %. Як змінилася ціна на автомобіль після
цих двох переоцінок? 

128. Випуск цукерок на кондитерській фабриці за перший
рік зріс на 5 %, а за другий – на 8 %. Як зріс випуск продукції
на заводі за ці два роки?

129. Площа поверхні Землі становить 510,1 млн км2, з них
149,2 млн км2 – суходіл. На скільки відсотків площа поверхні
Землі, покрита водою, перевищує площу суходолу? 

Á
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130. За 15 м тканини одного виду та 20 м другого заплатили
2208 грн. Скільки заплачено за тканину кожного виду, коли
відомо, що ціна одного метра тканини першого виду на 12 %
більша від ціни одного метра тканини другого виду? 

131. Підприємець купує на заводі труби зі знижкою 10 % від
їхньої оптової ціни, а продає їх за роздрібною, яка вища від
оптової на 10 %. Який відсоток прибутку має підприємець? 

132. Борошно подешевшало на 14 %. Скільки кілограмів його
можна купити за ті самі гроші, за які раніше купували 150 кг? 

133. Раніше 3 кг рису коштували стільки, скільки тепер
коштують 2 кг. На скільки відсотків подорожчав рис? 

134. Свіжі гриби містять 95 % води, а сухі – 12 %. Скільки
вийде сухих грибів з 22 кг свіжих? 

135. Свіжі гриби містять 90 % води, а сухі – 12 %. Скільки
треба висушити свіжих грибів, щоб одержати 25 кг сухих? 

136. Вологість свіжих грибів дорівнювала 99 %. Коли гриби
підсушили, їх вологість зменшилася до 98 %. Як змінилася
маса грибів?

137. Скільки грамів води потрібно додати до 50 г 359від сот -
кової соляної кислоти, щоб отримати 109відсоткову кислоту? 

138. До 8 кг 709відсоткового розчину кислоти долили 2 кг
води. Визначте відсоткову концентрацію нового розчину. 

139. Скільки потрібно змішати 109відсоткового і 159відсот -
кового розчинів солі, щоб мати 25 кг 129відсоткового розчину? 

140. Скільки золота 3759ї проби треба сплавити з 30 г золота
7509ї проби, щоб одержати сплав золота 5009ї проби? 

141. Будівельна компанія взяла в банку кредит 1 250 000 грн.
на 3 роки під простих 15 %. Визначте: а) скільки гривень ком -
панія поверне банку через 3 роки; б) який прибуток одержить
банк? 

142. Підприємець вніс до банку 15 000 грн. під складні 16 %
річних. Якою буде сума його вкладу через 4 роки? 

143. На вклад у розмірі 100 000 грн. строком на 5 років банк
нараховує 20 % річних. Яка сума буде на рахунку в кінці
строку, якщо на рахування відсотків здійснюється за схемою: 

а) простих відсотків; б) складних відсотків?
144. На скільки відсотків число 2,5 ⋅ 108 більше за число:

а) 5 ⋅ 107;      б) 1,5 ⋅ 108;      в) 7,5 ⋅ 107? 
145. Дано два вирази:

На скільки відсотків значення першого з них більше від зна9

чення другого, якщо: 



Ðîçäië 1

30

146. Розв’яжіть нерівність:
а) 2х + 3 > 5(х – 12);    б) х2 – 4х > (х – 1)( х + 1). 

147. Винесіть спільний множник за дужки:
а) 6а(х – 2) + 8b(х – 2) + 4с(2 – х);
б) х3(2х + 3) + 3(2х3 + 3х2) + 3х3(3 + 2х).

148. Побудуйте графіки функцій:
а) у = –х2;    б) у = 2х2;    в) у = х2 – 4;    г) у = (х + 1)2.

Варіант  1
1. За пишіть п’ять цілих чи сел, які не є на ту раль ни ми.

2. У скіль ки разів чис ло 5 біль ше від чис ла ?

3. Чи є се ред чи сел ( – 1)2, ( )2 – 1, – 12 раціональ не
чис ло?

4. Об числіть: а) (0,36 + 1,64)(0,36 – 1,64);  б)

5. Знайдіть: а) 20 % від чис ла 35; б) чис ло, 35 % яко го до рів -
нює 70.

Варіант   2
1. За пишіть п’ять раціональ них чи сел, які не є на тураль ни ми.

2. У скіль ки разів чис ло мен ше від чис ла 6?

3. Чи є се ред чи сел – 12, ( – 1)2, ( )2 – 1 ціле чис ло?

4. Об числіть: а) (1,73 + 0,27)(1,73 – 0,27);  б) 

5. Знайдіть: а) 25 % від чис ла 40; б) чис ло, 40 % яко го до рів -
нює 80.

Од не з найваж ливіших по нять ма те ма ти ки – функція. З її
до по мо гою мо де лю ють і досліджу ють різно манітні про це си, що
від бува ють ся нав ко ло нас. Пов то ри мо ос новні відо мості про
функцію, які ви знаєте з по пе редніх класів.

Як що кож но му зна чен ню змінної х з де я кої мно жи ни D
відповідає єди не зна чен ня змінної у, то та ку відповідність на -
зи ва ють функцією.

§ 4. Числові функції
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При ць о му х на зи ва ють не за леж ною
змінною, або ар гу мен том, у – за леж -
ною змінною, або функцією.

Усі зна чен ня, які мо же на бу ва ти ар гу -
мент функції, на зи ва ють об лас тю виз на -
чен   ня да ної функції і поз на ча ють
літе9рою D.

Мно жи ну всіх зна чень у, яких мо же
на бу ва ти функція, на зи ва ють її об лас тю
зна чень і поз на ча ють літерою Е (мал. 12).

Дві функції вва жа ють ся різни ми, як що в них різні об ласті
виз на чен ня або пра ви ла відповідності. Нап рик лад, функція у = х2,
за да на на проміжку [–3; 3], і функція у = х2, за да на на R, різні.
А за дані на R функції у = 1 – х2 і  у = (1 – х)(1 + х) од на кові,
оскільки ви ра зи 1 – х2 і  (1 – х)(1 + х) то тож но рівні.

Дві функції на зи ва ють ся рівни ми, як що їх об ласті виз на -
чен ня од на кові і в кожній точці об ласті виз на чен ня во ни ма ють
рівні зна чен ня. Рівни ми є, нап рик лад, такі па ри функцій:

Щоб за да ти функцію, до сить заз на чи ти її об ласть виз на чен -
ня і пра ви ло відповідності.

Задавати функції можна різними спо собами. Часто їх зада ють
формулами. Наприклад, відпо відність між довжиною а сторони
квадрата і його площею S можна задати формулою S = а2.

Відповідність між радіусом r кола і довжиною С кола можна
задати формулою С = 2πr.

Відповідність між значеннями змінної х і значеннями вира зу
2х – 1 можна задати формулою у = 2х – 1.

За дан ня функції фор му лою зруч не тим, що дає мож ливість
зна хо ди ти зна чен ня функції для довіль но го зна чен ня ар гу мен -
ту. Та ке за дан ня функції до сить еко ном не: здебіль шо го фор му -
ла зай має один ря док.

Як що функцію за да ють фор му лою і нічо го не кажуть про
об ласть її виз на чен ня, то вва жа ють, що ця об ласть – мно жи на
всіх зна чень змінної, при яких фор му ла має зміст. Нап рик лад,
об ласть виз на чен ня функції у = 2х – 1 – мно жи на всіх дійсних

чи сел, а функції – мно жи на всіх дійсних чи сел, крім 1, 

ос кіль ки на 0 діли ти не мож на.
За да ва ти функції мож на і у виг ляді таб лиці. Нап рик лад,

функцію у = 2х – 1 для пер ших де ся ти на ту раль них зна чень х
мож на за да ти у виг ляді та кої таб лиці:

х 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

у 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

E

Мал. 12
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Тут: 
• об ласть виз на чен ня: {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
• об ласть зна чень: {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19}.
Таб лич ний спосіб за дан ня функції зруч ний тим, що для пев -

них зна чень ар гу мен ту до таб лиці вже за не се но відповідні зна -
чен ня функції, то му не тре ба ро би ти будь9яких об чис лень. Не -
з руч ний він тим, що таб ли ця зай має біль ше місця. До то го ж, як
пра ви ло, містить зна чен ня функції не для всіх зна чень ар гу мен -
ту, а тіль ки для де я ких.

Функцію мож на за да ва ти і сло вес но. Нап рик лад, як що кож но -
му ціло му чис лу пос та ви ти у відповідність йо го квад рат, то одер -
жи мо функцію, об лас тю виз на чен ня якої є мно жи на цілих чи сел,
а об лас тю зна чень – мно жи на на ту раль них чи сел і чис ло нуль.

Час то функції за да ють у виг ляді графіків, по бу до ва них у
де кар товій сис темі ко ор ди нат.

Графіком функції на зи ваєть ся мно жи на всіх то чок ко ор-
ди нат ної пло щи ни, абс ци си яких дорівню ють зна чен ням ар гу -
мен ту, а ор ди на ти – відповідним зна чен ням функції.

Нап рик лад, на ма люн ку 13 зоб ра же но графік функції
у = 2х – 3, за да ної на відрізку [–1; 5], а на ма люн ку 14 – гра9

фік функції на відрізку [1; 6].

Ма ю чи графік функції, мож на для будь9яко го зна чен ня ар -
гу мен ту (з об ласті виз на чен ня) вка за ти відповідне зна чен ня

функції. Для прик ла ду знай де мо зна чен ня функції , як що

х = 4, ко рис ту ю чись по бу до ва ним графіком. Шу каємо на осі х
точ ку з абс ци сою 4, на графіку зна хо ди мо точ ку М з абс ци сою 4,
а на осі ор ди нат – ор ди на ту точ ки М; во на дорівнює 1,5. От же,
ко рис ту ю чись графіком функції, мож на склас ти таб ли цю її
зна чень, тоб то графік за дає функцію. Графічний спосіб за дан ня

Мал. 13 Мал. 14
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функції зруч ний своєю на очністю. Див ля чись на графік, од ра зу
мож на з’ясу ва ти влас ти вості функції, яку він за дає. Зок ре ма,
мож на вста но ви ти такі її ха рак те рис ти ки:

• об ласть виз на чен ня і об ласть зна чень функції;
• при яких зна чен нях ар гу мен ту зна чен ня функції до датні,

при яких – від’ємні, при яких дорівню ють ну лю;
• на яких проміжках функція зрос тає, а на яких спа дає.
Існу ють при ла ди – тер мог ра фи, які самі крес лять графік тем -

пе ра ту ри. Графіком функції є та кож кардіог ра ма, нак рес ле на
кардіог ра фом (мал. 15). «Чи та ю чи» та кий графік, лікар діаг нос -
тує ро бо ту сер ця хво ро го. Вза галі, ба гать ом фахівцям тре ба вміти
«чи та ти» різні графіки.

Чи за дає функцію графік, зоб ра же -
ний на ма люн ку 16? Ні, оскільки на
ць о му графіку од но му зна чен ню ар гу -
мен ту х (нап рик лад, х = 3) від -
повідають три різних зна чен ня у.
А згід но з оз на чен ням функцією вва -
жаєть ся тіль ки та ка відповід ність, при
якій од но му зна чен ню ар гу мен ту х
відпо ві дає  єди не зна чен ня функ ції у.

Існує ба га то різних видів функ цій.
Де які з них ви вже зна єте:

• у = kх – пря ма про порційність (k ≠ 0);
• у = kх + b – лінійна функція;

• – обер не на про порційність (k ≠ 0);

• у = ах2 + bх + с – квад ра тич на (або квад рат на) функція (a ≠ 0).
Графіки найу жи ваніших функцій по да но в таб лиці 1.
Щоб бу ду ва ти графіки складніших функцій, ви ко рис то ву ють

такі пра ви ла.
• Графіки функцій y = f(х) і y = –f(х) си мет ричні віднос но осі х.
• Щоб по бу ду ва ти графік функції y = kf(х), де k > 0, тре ба

графік функції y = f(х) роз тяг ну ти від осі х у k разів, як що k > 1,

або стис ну ти йо го в разів до осі х, як що 0 < k < 1.

Мал. 16

Мал. 15
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Таб ли ця 1

y = x
графік – пряма

D(y) = R
E(y) = R

y = x2

графік – парабола

D(y) = R
E(y) = [0; +∞)

D(y) = (–∞; 0) ∪ (0; +∞) 
E(y) = (–∞; 0) ∪ (0; +∞)

D(y) = [0; +∞) 
E(y) = [0; +∞)

y = x3

графік – кубічна парабола

D(y) = R
E(y) = R

y = |x|

D(y) = R E(y) = [0; +∞)

графік –
гіпербола
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Мал. 17

Мал. 18

• Щоб побудувати графік функції y = f(kх), де k > 0, треба графік

функції y = f(х) розтягнути від осі y в разів, якщо 0 < k < 1, або
стиснути його в k разів, якщо k > 1.

• Щоб одер жа ти графік функції y = f(х) + n, тре ба графік
функції y = f(х) пе ре нес ти на n оди ниць у нап рямі осі у, як що
n > 0, або на |n| оди ниць у про ти леж но му нап рямі, як що n < 0.

• Щоб одер жа ти графік функції y = f(х – m), до сить графік
функції y = f(х) пе ре нес ти на m оди ниць у нап рямі осі х, як що
m > 0, або на |m| оди ниць у про ти леж но му нап рям і, як що
m < 0.
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Прик ла ди по бу до ви графіків у = х2, у = 2х2, у = –2х2 по да но
на ма люн ку 17, а графіків у = х2, у = (х – 3,5)2, у = (х – 3,5)2 + 3 –
на ма люн ку 18.

Термін «функція» ввів у математику Г.В. Лейбніц.

ЛЕЙБНІЦ  ГОТФРІД  ВІЛЬ ГЕЛЬМ 
(1646–1716)

Ви дат ний німець кий уче ний. За освітою юрист,
пра цю вав бібліоте ка рем, історіог ра фом, ор га-
нізу вав Берлінсь ку ака демію на ук, досліджу вав
проб ле ми політич ної еко номії, мо воз на в ства, хі -
мії, ге о логії, констру ю вав об чис лю вальні ма ши -
ни. Ос но во по лож ник сим волічної логіки, один з
творців ма те ма тич но го аналізу. Ввів терміни:
«функція», «абс ци са», «ор ди на та», логічну сим -
воліку, зна ки мно жен ня і ділен ня (крап ку і дво -
к рап ку) та ін.

«Після Лейбніца, ма буть, уже не бу ло лю ди ни,
яка повністю охоп лю ва ла б усе інте лек ту аль не
жит тя сво го ча су».

Н. Вінер

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ
1. Що та ке функція? Як поз на ча ють функції?
2. Що та ке ар гу мент функції, об ласть виз на чен ня функції?
3. Як мож на за да ва ти функцію?
4. Назвіть ос новні ви ди функцій. Які їх графіки?
5. За да но графік функції у = f(х). Як по бу ду ва ти графік функції: 

а) у = аf(х); б) у = f(х) + b; в) у = f(х + а)?
6. Які функції на зи ва ють рівни ми? А нерівни ми? На ведіть прик ла ди.

1. Знайдіть об ласть виз на чен ня функції:

Розв’язання. а) Про а налізуємо функцію 

Змінна х мо же на бу ва ти будь9яких зна чень, крім тих, при яких

зна мен ник дро бу дорівнює ну лю. Щоб їх знай ти, роз в’яже9

мо рівнян ня 9 – х2 = 0, (3 – х)(3 + х) = 0, звідcи х1 = 3, х2 = –3. 
От же, об ласть виз на чен ня функції – мно жи на дійсних чи -

сел, крім х = 3. 
D(y) = (–∞; –3) (–3; 3) ∪(3; +∞).



§  4ЧИСЛОВІ ФУНКЦІЇ

37

б) Розг ля не мо функцію . Ви ко наємо то тожні 

перет во рен ня: от же, 

При будь9яких зна чен нях змінної х вираз (1 – х)2 � 0, а то му
об ласть ви з на чен ня функції – уся мно жи на дійсних чи сел.

D(y) = R.
2. Чим різнять ся графіки функцій 

Р о з в ’ я з а н н я . Праві час ти ни да 9

них рівнос тей то тож но рівні, оскільки 

Але перший

ви раз має чис лові значен ня при всіх
дійсних зна чен нях х, а дру гий – при
всіх, крім х = 3. То му графік пер шої
функції – пря ма, а дру гої – пря ма без
однієї точ ки (мал. 19). 

149. Знайдіть об ласть виз на чен ня функції: 
а) у = 3х2 – 2;    б) у = ;    в) у = 2,5;    г) у = 4 – х.

150. Як на зи ваєть ся графік функції, за да ної фор му лою: 
а) у = 3х + 1;     б) у = х2;      в) у = 3;      г) у = х–1?

151. Графік якої з функцій про хо дить че рез по ча ток ко ор -
ди нат: 

а) у = –5х;    б) у = 3х – 2;    в) у = 2х2;    г) у = х (х – 2)?

152. Які з функцій, за да них фор му ла ми у = 15 – х, у = |х|, 
у = 3(х – 2), у = х2 + 5, не можуть мати від’ємних значень.

153. Чи є пло ща кру га функцією йо го радіуса? А йо го діа -
мет ра?

154. Чи є об’єм ку ба функцією дов жи ни йо го реб ра? Спро -
буй  те за да ти цю функцію фор му лою.

155. За дай те фор му лою функцію, яка ви ра жає пло щу квад -
ра та че рез йо го пе ри метр Р.

156. По бу дуй те графік функції, яка ви ра жає за лежність пе -
ри мет ра пра виль но го три кут ни ка від дов жи ни йо го сто ро ни.

À

Мал. 19



Ðîçäië 1

38

157. На ма люн ку 20 зоб ра же но
графік функції. Один учень стве р   -
джує, що цю функцію мож на за да ти

фор му лою інший – що гра -
фі  ку відповідає фор му ла у = |х|. Хто
з них пра вий?

158. У США ос нов ною оди ни цею
дов жи ни вва жаєть ся ярд, який до9

рівнює м. За дай те фор му лою

за лежність дов жи ни L, ви ра же ної в мет рах, від чис ла ярдів l.
159. «Про чи тай те» графік зміни ат мос фер но го тис ку, зоб ра -

же ний на ма люн ку 21.
160. На ма люн ку 22 зоб ра же но графіки ру ху двох елект ро -

поїздів. Про а налізуй те ці ру хи: скіль ки зу пи нок ро бив ко жен
поїзд; ко ли во ни зустріли ся; скіль ки ча су три ва ла кож на зу пин ка?

Мал. 20

Мал. 21

Мал. 22
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161. Знайдіть f(–2), f(–1), f(0), f(1), f(2), як що функцію за да -
но фор му лою:

а) f(x) = 3x – 1;     б) f(x) = 2x2 + 3;     в) 
162. Функцію за да но фор му лою у = –0,5х + 2. Знайдіть зна -

чен ня функції, яке відповідає зна чен ню ар гу мен ту, що дорів -
нює –24; –10; 0; 5. При яко му зна ченні ар гу мен ту зна чен ня
функції дорівнює –6; 0; 5; 7,5?

163. Знайдіть зна чен ня функції, за да ної фор му лою:
а) у = 8x – 5, яке відповідає зна чен ню ар гу мен ту, що дорів нює

–2; 0; 1,5; 12; 25;

б) , яке відповідає зна чен ню ар гу мен ту, що дорів нює

–8; –1; 0; 1; 20. 
164. Функцію за да но фор му лою у = 0,25х – 1. За повніть таб -

ли цю.

165. Функцію за да но фор му лою на об ласті виз на чен9
ня D = {–4; –2,75; –1; 1,25; 4; 11}. За дай те її таб лич но і гра -
фічно. 

166. Функцію за да но таб ли цею.

За дай те її фор му лою. Укажіть її об ласть виз на чен ня й об -
ласть зна чень. 

167. У яких точ ках графік функції у = х2 – 3х пе ре ти нає:
а) вісь у;   б) вісь х? 
168. Знайдіть об ласть виз на чен ня функції: 

169. Функцію у = х2 за да но на проміжку [–2; 5]. Знайдіть її
об ласть зна чень.

170. Знайдіть об ласть виз на чен ня функції у = х3, як що її об -
ласть зна чень [–8; 27].

По бу дуй те графік функції (171, 172).

171.

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

x –10 –5
y –2 –1 0 1 1,5 4 25

Á



Ðîçäië 1

40

172.

173. Ма са по рожньої боч ки 40 кг, а ма са 1 л бен зи ну 0,8 кг.
Ви разіть фор му лою за лежність ма си m боч ки з бен зи ном від
об’єму V бен зи ну в ній. Чи є ця за лежність лінійною функцією?

174. Пря мо кут ний па ра ле лепіпед зі сто ро на ми ос но ви а см,
b см і ви со тою 6 см має об’єм, що дорівнює 72 см3. Ви разіть фор -
му лою за лежність b від а.

175. Щоб по ши ти од ну со роч ку, потрібно 2,5 м тка ни ни. За -
пишіть фор му лу для об чис лен ня за лиш ку тка ни ни після по -
шит тя х со ро чок, як що в су вої 200 м тка ни ни. Яких зна чень
мо же на бу ва ти х?

176. Знайдіть зна чен ня ар гу мен ту, при яко му:
а) зна чен ня функції у = –3х + 2 дорівнює –7; 0; 5;

б) зна чен ня функції дорівнює –20; 2; ;

в) зна чен ня функції у = х (х – 3) дорівнює –2; 0; 10;

г) зна чен ня функції дорівнює – ; 0; 1,4.

177. За дай те фор му лою функцію, як що:
а) зна чен ня функції на 4 більші від зна чень ар гу мен ту;
б) зна чен ня функції на 9 менші від зна чень ар гу мен ту;
в) зна чен ня функції втричі більші від зна чень ар гу мен ту;
г) зна чен ня функції про ти лежні зна чен ням ар гу мен ту;
ґ) зна чен ня функції обер нені до зна чень ар гу мен ту.

178. Функцію за да но фор му лою , де –7 � х < 1. За -
повніть таб ли цю.

По бу дуй те графік цієї функції.
179. Функцію за да но фор му лою , де 1 � х < 6. По бу9 

дуй те графік цієї функції, склав ши спо чат ку таб ли цю її зна чень.
180. Відо мо, що графік лінійної функції про хо дить че рез

точ ки А(–2; 1) і B(3; 6). За дай те цю функцію фор му лою.
181. За дай те фор му лою обер не ну про порційність, графік

якої про хо дить че рез точ ку А(3; 4).
182. Чи про хо дить графік функції у = х2 – 5х + 6 че рез точ ку

А(0; 5)? А че рез точ ку В(5; 6)?

x –7 –3 –2 –1 0

y
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183. Чи пра виль но, що графік функції у = х2 – 4х + 5 відріз -
ня єть ся від графіка функції у = х2 – 4х тіль ки тим, що йо го
зміще но на 5 оди ниць уго ру вздовж осі у? 

184. По бу дуй те графік функції у = х2 – 4х + 4.
185. По бу дуй те графік функції у = х2 + 4х – 2.
По бу дуй те в одній сис темі ко ор ди нат графіки функцій (186–

188). 
186. 

187.

188.

189. Розв’яжіть графічно рівнян ня:

190*. Вва жа ють, що при заг либ ленні на кожні 30,5 м внут -
рішня тем пе ра ту ра Землі підви щуєть ся на 1 °С. На гли бині 5 м
во на дорівнює 15 °С. За дай те за лежність тем пе ра ту ри t від гли -
би ни h. Яка тем пе ра ту ра на гли бині 1 км? А на гли бині 3 км?

191. Чим різнять ся по нят тя «графік функції» і «графік рів -
нян  ня»? На ведіть прик ла ди.

192. Рoзв’яжіть рівнян ня: 
а) 3x2 – 5х + 2 = 0;    б) х2 + 6х + 6 = 0;    в) 5х2 – х + 1 = 0.
193. З двох роз чинів солі – 109відсот ко во го і 159відсот ко во го –

тре ба ут во ри ти 40 г 129відсот ко во го роз чи ну. Скіль ки грамів
кож но го роз чи ну потрібно взя ти?

194. Спростіть ви раз, як що а, b, с – до датні чис ла:
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Щоб вив ча ти про це си і яви ща нав ко лишнь о го сві ту, потріб -
но вміти досліджу ва ти відповідні ма те ма тичні мо делі, зок ре ма
і функції. Досліди ти функцію – це оз на чає ви я ви ти її най важ -
ливіші влас ти вості:

1) вка за ти об ласть виз на чен ня;
2) вка за ти об ласть зна чень;
3) з’ясу ва ти, чи не є да на функція пар ною або не пар ною;
4) знай ти точ ку пе ре ти ну графіка функції з віссю у;
5) знай ти нулі функції та проміжки зна кос та лості;
6) виз на чи ти проміжки зрос тан ня чи спа дан ня.
Узагальнивши все, слід по бу ду ва ти графік функції.
Об ласть виз на чен ня і об ласть зна чень. Уста нов лю ючи об ласть

виз на чен ня функції, вка зу ють усі зна чен ня, яких мо же на бу ва ти
ар гу мент. Як що функцію за да но фор му лою, а про її об ласть виз на -
чен ня нічо го не ска за но, то ро зуміють, що во на та ка са ма, як і об -
ласть до пус ти мих зна чень змінної, яка вхо дить до цієї фор му ли.

Як що функцію за да но графічно, то об ласть виз на чен ня
функ ції – про екція її графіка на вісь х; об ласть зна чень функції –
про екція її графіка на вісь у (див. мал. 12). Нап рик лад, об ласть
виз на чен ня функ ції у = х2 – мно жи на всіх дійсних чи сел R, об -
ласть її зна чень – проміжок [0; +∞).

Парність. Функція у = f(х) на зи ваєть ся пар ною, як що її об ласть
виз на  чен ня си мет рич на віднос но ну ля і для кож но го зна чен ня х з
об ласті виз на чен ня f(–х) = f(х). Функція у = f(х) на зи ваєть ся не -
пар ною, як що її об ласть виз на чен ня си мет рич на віднос но ну ля і
для кож но го зна чен ня х із об ласті ви з на чен ня f(–х) = –f(х).

Існу ють функції ні парні, ні не пар ні. Це такі функції, у яких
або об ласть виз на чен ня не си мет рич на віднос но ну ля, або для
яких не ви ко нуєть ся жод на з умов f(–х) = ±f(х). Як що функцію
за да но графічно, то дослі ди ти її на парність або не парність до сить
прос то, оскіль ки графік пар ної функції си мет рич ний віднос но
осі у (мал. 23), а не пар ної – віднос но по чат ку ко ор ди нат (мал. 24).

§ 5. Властивості функції

Мал. 23 Мал. 24
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Нап рик лад, з функцій, за да них на R, у = х2, у = 2 – х2, 
у = |х| – 3 – парні, у = х3, у = х3 + х – не парні, а у = 2х + 3, 
у = х2 + х – ні парні, ні не парні. По бу дуй те їхні графіки.

Нулі функції та проміжки зна кос та лості. Зна чен ня ар гу мен -
ту, при яких зна чен ня функції дорівнює ну лю, на зи ва ють ну -
ля ми функції. Проміжки об ласті виз на чен ня функції, на яких
функція не змінює зна ка (тоб то має тіль ки до датні або тіль ки
від’ємні зна чен ня), на зи ва ють проміжка ми зна кос та лості.

Щоб знай ти нулі функції у = f(х), потрібно розв’яза ти рів -
нян ня f(х) = 0. Ко рені ць о го рівнян ня є ну ля ми функції.

Щоб знай ти проміжки зна кос та лості, потрібно розв’яза ти
нерівності f(х) > 0 і f(х) < 0. Розв’яз ки нерівності f(х) > 0 – це
зна чен ня ар гу мен ту, при яких функція на бу ває до дат них
значень.

Нап рик лад, ну ля ми функції у = х2 – 9 є чис ла 3 і –3, оскільки
f(3) = 0 і  f(–3) = 0.

Функція на бу ває від’ємних зна чень,
як що х2 – 9 < 0, тоб то ко ли х ∈ (–3; 3).

Мо но тонність. Функцію на зи ва ють
зрос та ю чою на де я ко му проміжку, як -
що кож но му біль шо му зна чен ню ар гу -
мен ту із ць о го проміжку відповідає біль -
ше зна чен ня функції. Функцію на зи ва -
ють спад ною на де я ко му проміжку, як що
кож но му біль шо му зна чен ню ар гу мен ту
із ць о го проміжку відповідає мен ше зна -
чен ня функції.

Як що функція на всій об ласті виз на -
чен ня зрос тає або на всій об ласті виз на -
чен ня спа дає, її на зи ва ють мо но тон ною.
Як що ж функція зрос тає на де я ко му
проміжку або спа дає на нь о му, то го во -
рять, що во на мо но тон на на да но му
проміжку. Нап рик лад, мо но тон ною є
функція у = 5х – 3, во на на всій об ласті
виз на чен ня зрос тає (мал. 25). Функція
у = 4 – х2 мо но тон на на проміжку (–∞; 0),
на яко му зрос тає, і на проміжку (0; +∞),
на яко му спа дає. На всій об ласті виз на -
чен ня во на не мо но тон на (мал. 26).

Ха рак те ри зу ю чи влас ти вості функції,
час то зазнача ють та кож, у яких точ ках
во на має найбіль ше зна чен ня, у яких –
най мен ше. Нап рик лад, функ ція у = 4 – х2,
за да на на проміжку [–1; 3], у точці х = 0
має найбіль ше зна чен ня 4, а в точці х = 3 –

Мал. 25

Мал. 26
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най мен ше зна чен ня, яке дорівнює –5
(мал. 27).

Графік функції скла даєть ся з двох

роз’єдна них віток (мал. 28). При х = 0
зна чен ня цієї функції не існує. Ка жуть,
що в точці х = 0 во на має роз рив. Як що
графіком функції є не пе ре рв на лінія (її
мож на про вес ти, не відри ва ю чи олівець
від па пе ру), то та ку функцію на зи ва ють
не пе ре рв ною функцією. Прик ла ди не пе -
ре рв них функцій по да но на ма люн ках
25–27. А на ма люн ках 29 і 30 зоб ра же но
графіки функцій, які ма ють роз рив у
точці х = 1. Во ни не є не пе ре рв ни ми в цій
точці.

Де які з влас ти вос тей функцій до сить прос то з’ясо ву ва ти,
див ля чись на її графік. Нап рик лад, функція, графік якої зо -
бра же но на ма люн ку 31, має такі влас ти вості.

1. Об ласть виз на чен ня D(у) = [–2; 24].
2. Об ласть зна чень Е(у) = [–2; 4].
3. Парність. Функція ні пар на, ні не пар на.
4. Точ ки пе ре ти ну графіка функції з віссю у. Од на точ ка –

(0; 1).
5. Нулі функції та проміжки зна кос та лості. Функція має два

нулі: х1 = 2 і х2 = 9. f(х) > 0, як що х ∈ (–2; 2) ∪ (9; 24), а f(х) < 0,
як що х ∈ (2; 9).

6. Мо но тонність. Функція спа дає на двох проміжках х ∈ (–2; 6)
і  х ∈ (18; 24); зрос тає функція на од но му проміжку х ∈ (6; 18).

Мал. 28 Мал. 29 Мал. 30

4

4

5

Мал. 27
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7. Функція не пе ре рв на. Має найбіль ше зна чен ня у = 4 і най -
мен ше зна чен ня у = –2.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Що та ке об ласть виз на чен ня і об ласть зна чень функції? Як їх знай -
ти за до по мо гою графіка?

2. Що на зи ва ють ну ля ми функції?
3. Які функції на зи ва ють зрос та ю чи ми? А спад ни ми?
4. Чи мо же функція на од но му проміжку спа да ти, а на іншо му – зрос -

та ти?
5. Які функції на зи ва ють ся пар ни ми? На ведіть прик ла ди пар них

функцій.  
6. Які функції на зи ва ють ся не пар ни ми? На ведіть прик ла ди не пар них

функцій.  
7. Чи пра виль но, що кож на функція є пар ною або не пар ною? 
8. Чи існу ють функції, які од но час но є і пар ни ми, і не пар ни ми?

1. По бу дуй те графік функції у = х2 + 4х і виз нач те, на якій
мно жині зна чень ар гу мен ту да на функція спа дає, а на якій зрос -
тає. При яко му зна ченні х зна чен ня да ної функції най мен ше?

Розв’язання. Да на функція квад -
ра тич на, її графік – па ра бо ла. Фор му -
лу у = х2 + 4х мож на по да ти в іншо -
му виг ляді: у = х(х + 4). З ос тан ньої
фор му ли вид но, що зна чен ня функції
дорівню ють ну лю при х = 0 і х = –4. 
У точ ках з та ки ми ко ор ди на та ми гра -
фік да ної функції пе ре ти нає вісь х.
Вісь па ра бо ли про хо дить че рез точ ку
з абс ци сою х = –2. При та ко му зна -
чен ні ар гу мен ту у = 22 – 4 ⋅ 2 = –4. За
знайде ни ми ко ор ди на та ми трь ох то чок
бу дуємо па ра бо лу (мал. 32). Як вид но
з графіка, да на функція спа дає на про -

Мал. 31

Мал. 32
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міжку (–∞; –2), зрос тає на про міжку (–2; +∞), а най мен ше зна -
чен ня має при х = –2; во но дорівнює –4.

2. Пар ною чи не пар ною є функція:

Розв’язання. а) Об ласть виз на чен ня D(у) функції у = х2 – 9
(мно жи на всіх дійсних чи сел R) є си мет рич ною віднос но 0 i  
f (–x) = (–х)2 – 9 = х2 – 9 = f (x). От же, у = х2 – 9 – функція пар на.

б) D(у) = (–∞; 0)�(0; +∞), си мет рич на віднос но 0 і 

От же, – функція не пар на.

в) D(у) = R.
f(–x) = 5(–x) + 1 = –5x + 1 = –(5x – 1) ≠ ± f(x).
От же, функція у = 5 х + 1 – ні пар на, ні не пар на. 
Відповідь. а) Пар на; б) не пар на; в) ні пар на, ні не пар на.

195. Які з функцій виз на чені на всій чис ловій осі:
а) у = 3х – 5;       б) у = х2 + 10;      в) у = х–1 + 1? 

196. Функція у = f(x) має най мен ше зна чен ня, що дорівнює 4.
Яке най мен ше зна чен ня має функція: а) у = f(x) + 5; б) у = f(x) – 7?

197. Функція f(x) має найбіль ше зна чен ня в точці х = 7.
У якій точці має найбіль ше зна чен ня функція: а) у = f(x) – 15; 
б) у = f(x) + 7?

198. Які з функцій зрос та ючі, які спадні:

а) у = 2х + 3; б) у = 7 – х; в) ;    г) ?

199. На яких проміжках зрос тає і на яких спа дає функція:
а) у = х2;    б) у = –х2;    в) у = 1 + х2;    г) у = (х + 3)2?

200. Функція у = f(x) – пар на. Чи бу де пар ною функція: 
а) у = –f(x);    б) у = f(x + a);    в) у = f(x) + b?

201. По бу дуй те графік функції у = 0,5х + 3 і виз нач те, на
якій мно жині зна чень ар гу мен ту да на функція на бу ває до дат -
них зна чень, а на якій – від’ємних. При яко му зна ченні х зна -
чен ня да ної функції дорівнює ну лю?

202. По бу дуй те графіки функцій у = 0,1х – 2 і у = 1 – 2х. Яка
із цих функцій зрос та ю ча, а яка спад на?

À
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203. Знайдіть об ласть зна чень функції у = х + 3, за да ної на
проміжку: 

а) [–3; 3]; б) [1; 7);    в) [0; +∞). 
204. Знайдіть об ласть зна чень функції у = 4 – х, за да ної на

проміжку: 
а) [–3; 0];    б) [1; 5);    в) (–∞; 0). 

205. По кажіть, що функція f(х) = 3х + 1 ні пар на, ні не пар на.
206. До ведіть, що да на функція пар на:

а) у = х2 + 3;    б) у = 4 : х2;     в) у = –х2 + 1;    г) у = 2 + х4. 
207. До ведіть, що да на функція не пар на:

а) у = –х3;    б) у = х + х3;    в) у = 5х;    г) у = х5.
208. По кажіть, що да на функція ні пар на, ні не пар на:

а) у = х3 + 2;     б) ;     в) у = х2 + 3х;    г) у = (х – 3)2. 
209. Скіль ки нулів має функція: 

а) у = х + 3;      б) у = 6х;     в) у = х2 – 1;       г) у = х2 – 7x? 
210. Знайдіть нулі функції:

а) у = 12х – 3;    б) у = х2 – 4;   в) ;   г) у = х2 – 4х. 
211. За пишіть проміжки зна кос та лості функції:

а) у = х + 3;    б) у = х2 – 25;    в) у = 3х;    г) у = –х2 + 9.
212. Які з функцій зрос та ючі, а які – спадні:

а) у = 2х;    б) у = –х – 2;     в) у = х3;    г) у = х?
213. По бу дуй те графік функції та за пишіть її влас ти вості:

а) у = 5х – 1;     б) у = –2х;     в) у = 0,5х2;      г) у = х3 – 1.
214. По бу дуй те графік функції:

а) у = –х2 + 1; б) у = 3;        в) у = 5х;      

г) у = 5х – 1; ґ) ;   д) .

Укажіть, яка з функцій є пар на, яка не пар на.

Знайдіть об ласть виз на чен ня функції, за да ної фор му лою
(215–217).

215. а) у = х(х – 5); б) у = х2 + 6х + 8; в) у = –2,5х – 0,5;

г) ґ) д) 

216. а) б) в) 

г) ґ) д) 

217. а) б) в) 

Á

 



г) ґ) д) 

218. Знайдіть нулі функції у та інтер ва ли її зна кос та лості,
як що:

а) у = х2 + 10х – 11; б) у = х2 + 18х + 81;
в) у = 6х2 – 5х – 1; г) у = 2х2 + 3х – 9;
ґ) у = –2х2 + 7х – 3; д) у = 5 – 2х – 7х2;
е) у = 6х2 – х; є) у = –2х(х + 3).

219. При яких зна чен нях х да на функція має най мен ше зна -
чен ня:

а) у = х2 – 6х + 9; б) у = х2 + 4х + 7;
в) у = 4х2 – 12х – 3; г) у = 4х2 – 4х + 1?

220. Знайдіть найбіль ше зна чен ня функції:
а) у = 3 – (х – 2)2; б) у = –0,25(х + 5)2;
в) у = 6х – х2 – 10; г) у = –5х2 + 4х + 1.

221. Зобразіть графіки (мал. 33) у зо шиті. Кож ний з гра -
фіків до бу дуй те так, щоб одер жа на функція бу ла пар ною. Для
по бу до ва них графіків ус та новіть: а) нулі функції; б) проміжки
зна кос та лості; в) інтер ва ли зрос тан ня і спа дан ня; г) най   біль ше
і най мен ше зна чен ня функції.

222. Зобразіть графіки (мал. 33) у зо шиті. Кож ний з графі -
ків до бу дуй те так, щоб одер жа на функція бу ла не пар ною. Для
по бу до ва них графіків ус та новіть: а) нулі функції; б) про міжки
зна кос та лості; в) інтер ва ли зрос тан ня і спа дання; г) най біль ше
і най мен ше зна чен ня функції. 
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Мал. 33

223. Не бу ду ю чи графіка функції у, вста новіть, при яких
зна чен нях х во на на бу ває до дат них зна чень.

а) у = 2х + 5;    б) у = 0,5х – 3;    в) у = –х + 4;    г) у = –3х – 2;

ґ) у = х2 – 4;     д) е) у = 4х2 – 1;   є) у = х2 – 7х.

а) б)



224. По бу дуй те графік функції та вста новіть, при яких зна -
чен нях х во на зрос тає або спа дає.

а) у = 5х;   б) у = –х2 + 4;   в) у = (х + 1)(1 – х);   г) у = х3 + 2;

ґ) у = х2 – 3;   д) у = 4 : х2;   е) є) у = х2 + 3х.

225. На малюнку 34 зоб ра же но графік функції у = f(x).
Знайдіть: а) об ласть виз на чен ня і об ласть зна чень функції;
б) нулі функції; в) проміжки зна кос та лості; г) проміжки, на
яких функція зрос тає; ґ) проміжки, на яких функція спа дає; 
д) найбіль ше і най мен ше зна чен ня функції.

§  5ВЛАСТИВОСТІ ФУНКЦІЇ

49

Мал. 34

226. Розв’яжіть сис те му рівнянь:

227. Які зна чен ня змінних за до воль ня ють про порцію:
а) (х + 1) : 2 = 4 : (х – 1);      б) (х – 4) : 3 = 3 : (х + 4)?

228. Порівняй те зна чен ня ви разів:

Варіант  1
1. Тіло ру хаєть ся зі швидкістю 2,5 км/год. За дай те фор му -

лою функцію, яка ви ра жає за лежність прой де но го тілом шля ху
від ча су. По бу дуй те графік цієї функції. Як на зи ваєть ся та ка
функція? Який шлях прой де тіло за 4 го ди ни?

 
  



2. Чи про хо дить графік функції

че рез точ ку (3; 3)?

3. По бу дуй те графік функції:
а) у = х2 – 2х;        б) у = х2 – 2х + 3.
4*. Зобразіть графік (мал. 35) у зо шиті

й до бу дуй те йо го так, щоб ут во ре ний
графік за да вав пар ну функцію.

Варіант  2
1. Гус ти на ре чо ви ни 1,5 кг/м3. За дай -

те фор му лою функцію, яка ви ра жає за -
леж ність ма си тіла від йо го об’єму. По бу -
дуй те графік цієї функції. Як на зи ваєть -
ся та ка функція? Знайдіть ма су 2 м3 да ної
ре чо ви ни.

2. Чи про хо дить графік функції

через точ ку (2; 2)?

3. По бу дуй те графік функції:
а) у = х2 + 2х;    б) у = х2 + 2х – 1.
4*. Зобразіть графік (мал. 36) у зо шиті

й до бу дуй те йо го так, щоб ут во ре ний
графік за да вав не пар ну функцію.

При га даємо, що та ке квад рат ний корінь і йо го ариф ме тич не
зна чен ня. Квад рат ним ко ре нем із чис ла а на зи ва ють чис ло,
квад рат яко го дорівнює а. З до дат но го чис ла квад рат них ко -
ренів існує два. Нап рик лад, чис ла 7 і –7 – квад ратні ко рені із
чис ла 49, оскіль ки 72 = 49 і (–7)2 = 49. Невід’ємне зна чен ня
квад рат но го ко ре ня із чис ла а на зи ва ють ариф ме тич ним
значенням квад рат но го ко ре ня із чис ла а і поз на ча ють сим во9
лом Дру ге зна чен ня квад рат но го ко ре ня із чис ла а до 9

рівнює – Квад рат ний корінь із чис ла 0 дорівнює 0. Квад рат -
ний корінь з від’ємно го чис ла не існує.

Квад рат ний корінь на зи ва ють ще ко ре нем дру го го сте пе ня.
Подібно до ко ренів дру го го сте пе ня існу ють та кож ко рені

треть о го, чет вер то го, ..., n9го сте пенів.

Ви раз на зи ва ють ко ре нем п%го сте пе ня із чис ла а. Тут а –

підко ре не вий ви раз, – знак ко ре ня, n – по каз ник ко ре ня.

§ 6. Корені n�го степеня
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Мал. 35

Мал. 36



За леж но від по каз ників ко рені бу ва ють дру го го, треть о го і ви -
щих сте пенів. По каз ник ко ре ня – завж ди чис ло на ту раль не;

замість пи шуть 
Ко ре нем n6го сте пе ня із чис ла а на зи ва ють чис ло, n9й

степінь яко го дорівнює а. Нап рик лад, корінь треть о го сте пе ня
із чис ла 8 дорівнює 2, оскіль ки 23 = 8. Чис ла 2 і –2 – ко рені 49го
сте пе ня із чис ла 16, оскіль ки 24 = 16 і (–2)4 = 16.

Невід’ємний корінь n9го сте пе ня з до дат но го чис ла а на зи ва -
ють ариф ме тич ним зна чен ням ко ре ня n6го сте пе ня із чис ла а.

Йо го поз на ча ють сим во лом 
Прик ла ди:  

= 4, оскіль ки 43 = 64,

= 3, оскіль ки 34 = 81, 

= 0,1, оскіль ки 0,15 = 0,00001. 
Об чис лен ня  зна чень  ко ренів n9го сте пе ня із чи сел на зи ва -

ють до бу ван ням ко ренів із цих чи сел. З де я ких чи сел ко рені
мож на до бу ва ти ус но, з інших – ко рис ту ю чися каль ку ля то ром
або таб ли ця ми.

Як що на ту раль не чис ло n пар не, то – це ариф ме тич ний
корінь із чис ла а � 0, тоб то невід’ємне чис ло, n9й степінь яко го

дорівнює а. У ць о му ви пад ку об ласть виз на чен ня ви ра зу –
мно жи на всіх невід’ємних дійсних чи сел. Нап рик лад, для ви9

ра зу – об ласть виз на чен ня [5; +∞), для – об ласть
виз на чен ня [–7; +∞).

При не пар но му на ту раль но му n ви раз м ає зміст і тоді,

ко ли чис ло а від’ємне, нап рик лад: 

Для до дат них підко ре не вих ви разів і довіль них по каз ників
ко ренів спра вд жу ють ся влас ти вості, подібні до влас ти вос тей
квад рат них ко ренів:

До вес ти ці влас ти вості ко ренів n9х сте пенів мож на так са мо,
як і раніше (у 89му класі) до во ди лися відповідні влас ти вості
квад рат них ко ренів. До ве де мо пер шу влас тивість (її на зи ва ють
ос нов ною влас тивістю ко ренів).
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Як що а і b – довільні невід’ємні чис ла, то чис ла , , 

i ⋅ та кож невід’ємні. Крім то го,

От же, ⋅ – невід’ємне чис ло, n9й степінь яко го до рів нює
аb, тоб то 

Те о ре му про корінь з до бут ку мож на по ши ри ти на три і біль -
ше множ ників. Справді, як що чис ла а, b і с невід’ємні, то

Як що в на ве де них то тож нос тях поміня ти місця ми їхні ліві й
праві час ти ни, діста не мо: 

Ці то тож ності по ка зу ють, як мож на мно жи ти і діли ти ко -
рені. Нап рик лад,

На ос нові влас ти вос тей (1–5) ви ра зи, які містять ко рені,
мож на мно жи ти, діли ти, підно си ти до сте пе ня і до бу ва ти з них
ко рені.

Зверніть ува гу! 

Прик ла  ди:

Щоб пе рем но жи ти ко рені з різни ми по каз ни ка ми, їх спо чат -
ку зво дять до спіль но го по каз ни ка:

Дії до да ван ня і відніман ня ви ко ну ють з подібни ми ко ре ня ми
(у яких по каз ни ки ко ренів і підко ре неві ви ра зи од на кові).

Прик лад:
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Розг ля не мо ще де які пе рет во рен ня ви разів з ко ре ня ми (за
умо ви, що а � 0, b � 0).

Ви не сен ня множ ни ка за знак ко ре ня. У за галь но му виг ляді
це пе рет во рен ня ви ко ну ють у та кий спосіб:

Прик ла  ди:

Вне сен ня множ ни ка під знак ко ре ня. Це пе рет во рен ня, обер-
не  не до по пе реднь о го.

Прик ла  ди:

Звіль нен ня дро бу від ірраціональ ності в зна мен ни ку. У за галь -
но му виг ляді (при а > 0, m < n) це пе рет во рен ня ви ко ну ють так:

Прик ла  ди:

Увівши сим во ли ми тим са мим роз ши рюємо
мно  жи ну відо мих вам ви разів. Уве де мо кіль ка назв для розг ля -
ду  ва них ви разів. Як що ви раз, крім чи сел, змінних, ду жок і
знаків дій до да ван ня, відніман ня, мно жен ня, ділен ня і підне сен -
ня до сте пе ня з раціональ ним по каз ни ком або до бу ван ня ко ре ня,
не містить нічо го іншо го, йо го на зи ва ють ал геб раїчним ви ра зом.
Ал гебраїчний ви раз, який містить ко рені, на зи ваєть ся ірра ціо -
наль ним ви ра зом. Усі інші ал геб раїчні ви ра зи – раціональні.

Ви ра зи із чис ла ми або змінни ми, які не є ал геб раїчни ми, на -
зи ва ють ся транс цен де нт ни ми. Та ки ми, зок ре ма, є три го но мет -
ричні ви ра зи.
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Зв’яз ки між наз ва ни ми ви да ми ви разів по ка за но на схемі.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Що на зи ваєть ся ко ре нем n9го сте пе ня із чис ла а?
2. Що на зи ваєть ся ко ре нем п’ято го сте пе ня із чис ла а?
3. Який знак має корінь не пар но го сте пе ня:

а) з до дат но го чис ла; б) з від’ємно го чис ла?
4. Яким пра ви лом тре ба ско рис та ти ся при виз на ченні зна ка ко ре ня

не пар но го сте пе ня?
5. Що на зи ваєть ся ариф ме тич ним зна чен ням ко ре ня (або ариф ме тич -

ним ко ре нем)?
6. Сфор му люй те най важ ливіші влас ти вості ко ренів n9го сте пе ня.
7. Сфор му люй те ос нов ну влас тивість ко ренів n9го сте пе ня.

1. Об числіть зна чен ня ви ра зу: 

Розв’язання.

2. Звільніть ся від ірраціональ ності в зна мен ни ку дро бу 

Розв’язання.

3. Спростіть ви раз 

Розв’язання. Да ний ви раз – до бу ток су ми ви разів
на їх різни цю. За фор му лою (а – b)(а + b)   = а2 – b2 маємо:

ВИРАЗИ

алгебраїчні трансцендентні

раціональні ірраціональні
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Об числіть (229–231).

229.

230.

231.

232. Що біль ше:

233. Знайдіть реб ро ку ба, як що йо го об’єм дорівнює:
а) 1 дм3; б) 27 см3; в) 64 мм3;
г) 0,008 м3; ґ) 0,125 дм3; д) 0,216 м3.

234. Об числіть зна чен ня ви ра зу:

Знайдіть ариф ме тич ний квад рат ний корінь із чис ла (235, 236).
235. а) 0,81; б) 0,25; в) 2,25; г) 1,21.

236. б) в) г) 

Знайдіть ариф ме тич ний корінь чет вер то го сте пе ня із чис ла
(237, 238).

237. а) 0; б) 1; в) 16; г) 0,0016.

238. а) б) в) г) 

Знайдіть кубічний корінь із чис ла (239, 240).
239. а) 216; б) 64; в) 343; г) 8.

240. а) б) 0,027; в) 0,001; г) 

Об числіть (241–243).

241.

 

À
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242.

243.

Спростіть ви раз (244–247):

244.

245.

246.

247.

248. Роз га дай те ре бус .
Ви несіть множ ник з9під зна ка ко ре ня (тут і далі а � 0, b � 0)

(249, 250).

249.

250.

Внесіть множ ник під знак ко ре ня (251, 252).

251.

252.

Звільніть ся від ірраціональ ності в зна мен ни ку (253, 254).

253.

254.

Розв’яжіть рівнян ня (255, 256).
255. а) х2 = 64; б) х2 = 0,49; в) х2 = 121;

г) х3 = 125; ґ) х3 = 0,008; д) х3 = 1000.

256. а) х3 = –1; б) х3 = –64 000; в) х4 = 256;
г) х5 = 32; ґ) х4 = 0,0625; д) х4 = –16.
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257. Об числіть:

Об числіть зна чен ня ви ра зу (258–261).

258.

259.

260.

261.

262. Об числіть:

263. Знайдіть зна чен ня ви ра зу:

264. Спростіть ви раз:

Звільніть ся від ірраціональ ності в зна мен ни ку дро бу (265–
268).

265.

266.

267.

268.

Á

 

      

 



Розв’яжіть рівнян ня (269–272).
269. а) х2 = 11; б) х4 = 19; в) х8 = 27.
270. а) х8 = 25; б) х7 = 38; в) х9 = –2.

271.

272.

273. Знайдіть 2,5 % від чис ла: а) 10; б) 250; в) 3 ⋅107.
274. Розв’яжіть нерівність:

275. Спростіть ви раз:

Пов то ри мо і де що роз ши ри мо відо мості про сте пені. 
1. Сте пе нем чис ла а з на ту раль ним по каз ни ком n > 1 на -

зи ва ють до бу ток n множ ників, кож ний з яких дорівнює а, тоб то

2. Сте пе нем чис ла а з по каз ни ком 1 на зи ва ють чис ло а.
3. БудьDяке відмінне від ну ля чис ло в сте пені 0 дорівнює 1,

тоб то як що а 0, то а0 = 1.
4. Як що n – довіль не на ту раль не чис ло, а а 0 – дійсне, то

Ці оз на чен ня повністю розк ри ва ють зміст по нят тя сте пеня
із цілим по каз ни ком. Нап рик лад,

Степінь аn має зміст при кож но му ціло му n і дійсно му а 0.
А, нап рик лад, ви ра зи 00, 0–1, 0–2 і т. п. не ма ють змісту – це не чис ла.

Ви яв ляєть ся, мож на розг ля да ти сте пені та кож з дро бо ви ми
по каз ни ка ми.
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Сте пе нем по каз ни ка з до дат но го чис ла а на зи ва ють коD

рінь nDго сте пе ня із чис ла аm, тоб то

Для сте пенів до дат них чи сел а, b з дро бо ви ми (раціональ -
ними) по каз ни ка ми r і s спра вд жу ють ся такі  влас  ти  вості , як
і для сте пенів із ціли ми по каз ни ка ми:

1) аr ⋅ аs = аr+s;            4) (аb)r = аrbr; 

2) аr : аs = аr–s; 5) 

3) (аr)s = аrs;
Ці влас ти вості вип ли ва ють з до ве де них влас ти вос тей ко -

ренів n9го сте пе ня. Для прик ла ду до ве де мо пер шу влас тивість.

Не хай Зве де мо ці зви чайні дро би до спіль но го

зна мен ни ка: Тоді

Із цих влас ти вос тей вип ли ває, що ви ра зи з дро бо ви ми по каз -
ника ми сте пенів і до дат ни ми ос но ва ми мож на пе рет во рю ва -
ти, як і ви ра зи із ціли ми по каз ни ка ми. Нап рик лад,

Та ке трак ту ван ня сте пе ня з дро бо вим по каз ни ком від по -
відає вве де но му раніше по нят тю сте пе ня із цілим по каз ни ком.
То му їх мож на об’єдна ти і го во ри ти про сте пені з раціональ ни ми
по каз ни ка ми.

Об чис лю ючи сте пені з раціональ ни ми по каз ни ка ми, мож на

ко рис ту ва ти ся то тож нос тя ми (до ведіть
їх са мостійно).

Прик ла  ди: 
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При будь9яких до дат них ос но вах зна чен ня сте пенів з дробо -
ви ми по каз ни ка ми (здебіль шо го наб ли жені) мож на об чис люва -
ти, ко рис ту ю чись мікро каль ку ля то ром.

Прик ла  ди. Об числіть зна чен ня: а) 0,2–3; б) 50,43.

Розв’язання. а) 0,2 3 125. От же, 0,2–3 = 125.

б) 5 0,43 1,99782; 50,43 ≈ 1,99782.

Зверніть ува гу! Сте пені з дро бо ви ми по каз ни ка ми розг ля да ють
тіль ки за умо ви, що їх ос но ви – чис ла до датні. А, нап рик лад, ви9

ра зи 0–0,5, (–π)1,3 не ма ють змісту. Це – за пи си, які не
поз на ча ють ніяких чи сел.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Що та ке n9й степінь чис ла а?
2. Що ро зуміють під сте пе нем чис ла із цілим від’ємним по каз ни ком?
3. Чи мож на підно си ти чис ло 0 до сте пе ня з від’ємним по каз ни ком?
4. Що ро зуміють під сте пе нем з дро бо вим по каз ни ком?
5. Які влас ти вості ма ють сте пені до дат них чи сел з раціональ ни ми по -

каз ни ка ми?

1. Об числіть: 30,5 ⋅ 90,75.

Розв’язання. 30,5 ⋅ 90,75 = 30,5 ⋅ 32 ⋅ 0,75 = 30,5 ⋅ 31,5 = 32 = 9.
2. Спростіть ви раз: (с0,5 – 1)(с0,5 + 1). 

Розв’язання. (с0,5 – 1)(с0,5 + 1) = (с0,5)2 – 1 = с – 1.

3. Ско ротіть дріб: 

Розв’язання. Розк ла де мо на множ ни ки чи сель ник і зна -
мен ник дро бу та ско ро ти мо йо го:

Об числіть (276–278).

276.

277.

=–yxF

=yxF



278.
279. Знайдіть де ся тий степінь чис ла: а) 1; б) –1; в) 0.
280. Знайдіть зна чен ня ви ра зу х ⋅ х–2, як що х = –4.

Спростіть ви раз (281–286).

281. а) б) в) 

282. а) б) в) 

283. а) б) в) 

284. а) б) в) 

285. а) б) в) 

286. а) б) в) 

Об числіть, не ко рис ту ю чися каль ку ля то ром (287–289).

287. а) б) в) 

288. а) б) в) 

289. а) б) в) 

Спростіть ви раз (290–292).

290. а) б) 

291. а) б) 

292. а) б) 

À
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293. Яке із чи сел біль ше:

а) б) 

294. Об числіть за до по мо гою мікро каль ку ля то ра:

а) 3,20,2;    б) 0,52–1,3;    в) 132,7 ⋅ 2,5;    г) 3,5–4 ⋅ 62,3.
295. За пишіть за до по мо гою ко ренів ви раз:

296. За пишіть без знаків ко ре ня ви раз:

297. За пишіть за до по мо гою ко ренів ви раз:

298. Спростіть ви раз:

299. По дай те у виг ляді сте пе ня:

Об числіть (300–303).

300.

 

 

Á

 



301.

302.

303.

Спростіть ви раз (304–307).

304.

305.

306.

307.
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308. Ско ротіть дріб:

309. До ведіть, що для на ту раль но го n:

310. Розв’яжіть рівнян ня:
а) 4х(х – 1) = 3; б) z(z – 1) = 20. 

311. Зоб разіть за до по мо гою діаг рам співвідно шен ня між
по нят тя ми «функції», «парні функції», «не парні функції».

312. По бу дуй те графік функції: а) у = 3х; б) у = х–2; в) .

Функція, яку мож на за да ти фор му лою у = хα, де х – ар гу -
мент, а α – да не чис ло, на зи ваєть ся сте пе не вою.

Уже відомі вам функції у = х2 і у = х3 (див. табл. 1, с. 34) –
прик ла ди сте пе не вих функцій. Подібні влас ти вості ма ють та -
кож усі інші сте пе неві функції з на ту раль ни ми по каз ни ка ми α.
На ма люн ках 37 і 38 по да но графіки сте пе не вих функцій у = х4

і у = х5. Кож на сте пе не ва функція з на ту раль ним по каз ни ком
сте пе ня виз на че на на мно жині всіх дійсних чи сел R. 

§ 8. Степеневі функції

Мал. 37 Мал. 38



Влас ти вості функції у = х2k, k ∈ N
схожі з влас ти вос тями функції у = х2,
а функції у = х2k+1, k ∈ N схожі з влас -
ти вос тями функції у = х3.

Як що по каз ник α сте пе не вої функ -
ції – ціле від’ємне чис ло, то во на
виз на че на на мно жині всіх дійсних
зна чень ар гу мен ту х, за винятком х = 0.
На п рик лад, функція у = х–1 – це вже
відома вам обер не на про порційність

(див. мал. 28).

На ма люн ках 39 і 40 зоб ра же но
графіки функцій у = х–2 і  у = х–3. 

Як що α – від’ємне пар не чис ло, то
графік функції у = хα си мет рич ний
віднос но осі ор ди нат, а як що α –
від’ємне не пар не, то графік си мет рич -
ний віднос но по чат ку ко ор ди нат. Уза -
галі, при кож но му ціло му по каз ни ку
сте пе ня α функція у = хα пар на, як що
пар не чис ло α, і не пар на при не пар но -
му α.

Як що чис ло α дро бо ве, то сте пе не ва
функція у = хα заз ви чай розг ля даєть ся
ли ше на мно жині до дат них зна чень
ар гу мен ту, або на мно жині не від’єм них
зна чень, як що α > 0. Та кою, зок ре ма, 

є функція , яку мож на за пи са ти

ще й так: (див. графік у табл.,
с. 34).

Графік функції зоб ра же но
на ма люн ку 41.

Зверніть ува гу на те, який виг ляд
має графік сте пе не вої функції з до -
дат ним по каз ни ком сте пе ня α на
проміжку [0; 1]. На ць о му проміжку
графіком функції у = хα (мал. 42) є:

1) відрізок ОА, як що α = 1;
2) кри ва, нап рав ле на опуклістю

вниз, як що α > 1;
3) кри ва, нап рав ле на опуклістю

вверх, як що 0 < α < 1.
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Мал. 39

Мал. 41

Мал. 42

Мал. 40



Чим біль ше до дат не зна чен ня α, тим ниж че від відрізка ОА
розміщуєть ся графік функції у = хα.

На ма люн ку 43 схе ма тич но зоб ра же но співвідно шен ня між
де я ки ми ви да ми функцій. Циф ра ми 1, 2 і 3 поз на че но:
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Мал. 43

1 – функція, яка вод но час є лінійною і сте пе не вою, – тіль ки
од на: у = х.

2 – функція, яка вод но час є квад ра тич ною і сте пе не вою, –
тіль ки од на: у = х2.

3 – функція, яка вод но час є і сте пе не вою, і обер не ною про -
порційністю, та кож од на: у = х–1.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Сфор му люй те оз на чен ня сте пе не вої функції з на ту раль ним по каз -
ни ком.

2. Які об ме жен ня нак ла да ють на ар гу мент х функції у = хn, як що n < 0?
3. Які ви ди сте пе не вої функції вам відомі?
4. Як розташовано на ко ор ди натній пло щині графік функції у = хn, 

n ∈ N, як що: а) n – не пар не чис ло; б) n – пар не чис ло?

1. Чи про хо дить графік функції у = x0,75 че рез точ ку М (16; 8)?

Розв’язання. Як що х = 16, то у = 160,75 = = 8.
Відповідь. Про хо дить.

2. Що спіль но го і чим різнять ся графіки функцій 

Розв’язання. – сте пе не ва функція з дро бо вим по каз -
ни ком. Її об ласть виз на чен ня D = [0; +∞). Графік містить ся в 
І чверті (мал. 44).
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Мал. 44 Мал. 45

Об ласть виз на чен ня функції – мно жи на всіх дійсних
чи сел R. Її графік містить ся в І і ІІІ чвер тях (мал. 45).

Для х � 0 графіки функцій – од на кові.

313. На ведіть прик ла ди сте пе не вих функцій.
314. Чи є сте пе не вою функція, за да на рівністю у = х?
315. Чи є сте пе не вою функція, за да на рівністю у = –х2?
316. Які з на ве де них функцій сте пе неві?

317. Чи пра виль но, що графік кож ної сте пе не вої функції
про хо дить че рез точ ку (1; 1)?

318. Чи мо же графік сте пе не вої функції про хо ди ти че рез по -
ча ток ко ор ди нат? Як що мо же, то на ведіть прик лад.

319. Чи є сте пе не вою функція ? А функція у = (–х)–2?

320. Функція y = f(х) – сте пе не ва. Чи є сте пе не вою функція: 

а) y = –f(х);   б) y = f(х) + 2;   в) y = f(х) – 7;   г) у = 2f(х)?

321. Об числіть зна чен ня функції у точ ках: 0, 1, 8,
1000.

322. По бу дуй те графік функції у = х2 на проміжку:
а) [–3; 3];        б) [–2; 0];        в) [2; 3]. 

 

  

À
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323. Да но функцію у = х3 на проміжку [–2; 1]. По бу дуй те її
графік. Чи є да на функція пар ною або не пар ною?

324. Відо мо, що функція у = х8 при х = с має зна чен ня m.
Знайдіть зна чен ня цієї функції при х = –с.

325. Функція у = х7 при х = с має зна чен ня m. Знайдіть зна -
чен ня цієї функції при х = –с.

326. До ведіть, що графік кож ної сте пе не вої функції у = х2n

про хо дить че рез точ ки А (1; 1) і В (–1; 1). 
327. Чи про хо дить графік функції у = х0,25 че рез точ ку

М(16; 8)? А че рез М1(16; 2)?
328. Які з то чок на ле жать графіку функції: а) у = х2; б) 

А (0,1; 0,01); В (0,16; –0,4); С (–10; 100);

329. Співстав те влас ти вості функ цій у = (–х)2, у = –х2, у = х–2.
Які з них сте пе неві? По бу дуй те ескі зи
їхніх графіків. 

330. Ко рис ту ю чись графіком функ-
ції у = х4 (мал. 46), знай  діть:

а) зна чен ня функції, як що зна чен -
ня ар гумен ту дорівнює: –1,6; –1,1;
–0,9; 0,9; 1,4;

б) зна чен ня ар гу мен ту, при яко му
зна чен ня функції дорівнює: 2; 3; 4;
5; 6.

331. За графіком функції у = х4

(мал. 46) опишіть її влас ти вості: яка
об ласть виз на чен ня цієї функції; на
яких проміжках во на зрос тає; на
яких спа дає; при яко му значенні х
функція має най мен ше зна чен ня; чи
має во на найбіль ше зна чен ня; чи є
да на функція пар ною або не пар ною.

332. За графіком функції у = х5

(див. мал. 38) опишіть її власти вості.
333. По бу дуй те графік функції: 
а) у = х4 + 1;    б) у = х4 – 1.
334. Відо мо, що графік функції

у = хα про хо дить че рез точ ку . 
Знайдіть зна чен ня α.

335. Функцію за да но фор му лою 
у = хα. Знайдіть α, як що графік
функції про хо дить че рез точ ку:Мал. 46



а) A(7; 49); б) В(13; 169); в) С(144; 12);
г) D(81; 9); ґ) M(–64; –4); д) N(–216; –6).

336. При яко му зна ченні α графік функції у = хα про хо дить 

че рез точ ку ?

337. Знайдіть зна чен ня функції f(x) у точці х0, як що

338. Порівняй те ви ра зи, як що α > 1:
а) 0,15α і  0,34α; б) 0,17α і  0,23α;      
в) 3,1α і  4,52α; г) 2,78α і  6,9α.

339. По бу дуй те схе ма тич но графік функції:
а) у = х–2;         б) у = х–2,5;               в) у = х–5.

340. Розв’яжіть графічно рівнян ня:
а) х4 = х;          б) х0,5 = 2 – х;         в) 2х5 = 3 – х.

341. Порівняй те ви ра зи, як що 0 < q < 1:
а) 0,47q і  0,51q;      б) 0,39q і  0,42q;      
в) 3,14q і  4,73q;      г) 9,2q і  11,38q.

342. Функцію за да но фор му лою у = хq. Знайдіть q, як що
графік функції про хо дить че рез точ ку:

а) А(4; 0,5); б) В(16; 0,25); в) 

г) ґ) д) 

343. Для по да них ниж че функцій вкажіть нулі функції (як -
що такі є) та проміжки зрос тан ня чи спа дан ня:

По бу дуй те схе ма тич но графік функції  (344, 345).
344. а) у = х9 – 2;        б) у = х–7 + 1;         в) у = х–20 + 3.
345. а) у = х–12 – 1;      б) у = х–0,9 + 2;     в) у = х–2,5 – 3.

346. Знайдіть зна чен ня функцій 

у точці х = 3, ко ли відо мо, що . От ри мані
дані за пишіть у таб ли цю.

Á
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Яка з функцій має в точці 3 найбіль ше зна чен ня, а яка –
най мен ше?

347. Знайдіть найбіль ше і най мен ше зна чен ня функцій 

на проміжку [1; 9].
348. За пишіть рівнян ня сте пе не вої функції у = f(х), як що: 

а) f(–2) = 4,  f(3) = 9; б) f(–1) = –1,  f(2) = 8.

349. Співстав те влас ти вості функцій За пов ніть
відповідну таб ли цю.

350. Об числіть зна чен ня ви ра зу:

351. Якою циф рою закінчуєть ся чис ло а = 1236 + 11112?
352. Морсь ка во да містить 5 % солі. Скіль ки кілог рамів

прісної во ди тре ба до да ти до 40 кг морсь кої во ди для то го, щоб
вміст солі в ній скла дав 2 %?

Рівнян ня на зи ваєть ся ірраціональ ним, як що во но містить
змінні під зна ком ко ре ня або в ос нові сте пе ня з дро бо вим по -
каз ни ком.

Прик ла ди ірраціональ них рівнянь:

Де які з та ких рівнянь мож на розв’язу ва ти спо со бом заміни. 

Так, замінив ши в пер шо му рівнянні на у, діста не мо квад -
рат не рівнян ня у2 – 5у + 4 = 0, ко рені яко го у1 = 1, у2 = 4.

От же, або , звідcи х1 = 1, х2 = 16.

Рівнян ня мож на по да ти у виг ляді (х – 1) + –

– 2 = 0, а потім, замінив ши на у, звес ти йо го до квад рат но го.

§ 9. Ірраціональні рівняння і нерівності
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Не важ ко розв’яза ти йо го і графічним
спо со бом (мал. 47). От ри маємо: х = 2.

Більшість ірраціональ них рівнянь
розв’язу ють підне сенням обох їх час -
тин до сте пе ня з тим са мим на ту раль -
ним по казни ком. При ць о му мо жуть
з’яви ти ся сто ронні розв’яз ки, їх від -
ки да ють у ре зуль таті пе ревірки.

Прик лад. Розв’яжіть рівнян ня

Р о з в ’ я з а н н я. Підне се мо обидві
час ти ни рівнян ня до квад ра та:

3х2 + х + 11 = 4х2 + 4х + 1, або х2 + 3х – 10 = 0. 
Ко рені ут во ре но го квад рат но го рівнян ня: –5 і 2.

Як що х = –5, то 

як що х = 2, то 
Відповідь. х = 2.

Ірраціональ ною на зи ва ють нерівність, яка містить змінну
під зна ком ко ре ня або в ос нові сте пе ня з дро бо вим по каз ником.

Прик ла  ди:

Розв’язу ва ти такі нерівності мож на на ос нові влас ти вос тей
відповідних сте пе не вих функцій.

a) Оскіль ки функція зрос тає на всій мно жині невід’ єм9

них чи сел і , то нерівність рівно сильна по9

двійній нерівності 0 � х – 1 < 100, звідси 1 � х < 101, х ∈ [1; 101).

б) Функція зрос тає на R і То му х2 + 2 � 27,
х2 � 25, звідси х � 5 або х � –5. От же, х ∈ (–∞; –5] � [5; +∞).

в) Зна чен ня ви ра зу не мен ше за 3. То му нерівність

задо вольняє тіль ки од не зна чен ня: х = 0.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Що та ке рівнян ня? А нерівність?
2. Які рівнян ня на зи ва ють ал геб раїчни ми?
3. Які рівнян ня на зи ва ють ірраціональ ни ми? А раціональ ни ми?
4. Які нерівності на зи ва ють ірраціональ ни ми? На ведіть прик ла ди.
5. Як мож на розв’язу ва ти ірраціональні рівнян ня?
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Мал. 47



1. Розв’яжіть рівнян ня 
Розв’язання. Підне се мо обидві час ти ни рівнян ня до ку ба.

От ри маємо рівнян ня, рівно силь не да но му: 5х – 2 = 8, або 5х = 10.
Корінь знай де но го рівнян ня х = 2 є та кож ко ре нем да но го

рівнян ня.
Відповідь. х = 2.

2. Розв’яжіть сис те му рівнянь 

Розв’язання. Не хай = u і = v, тоді u – v = 1 і u3 – v3 = 7.
З пер шо го рівнян ня зна хо ди мо: u = v + 1. Підста вив ши в дру ге
рівнян ня v + 1 замість u, діста не мо: v3 + 3v2 + 3v + 1 – v3 = 7, або
v2 + v – 2 = 0. 

Ко рені ут во ре но го квад рат но го рівнян ня: –2 і 1, але 

(як сте пе не ва функція), то му –2 – сто ронній корінь. От же, ,
звідси у = 1. Відповідне зна чен ня x знай де мо з дру го го рівнян -
ня сис те ми, х = 8.

Відповідь. (8; 1).

3. Розв’яжіть рівнян ня .

Розв’язання. Зна чен ня ви ра зу не мо же бу ти від’єм9 

ним, то му . Да не рівнян ня не мо жуть за до воль ня ти
чис ла, менші за 3. То му во но рівно силь не сис темі

яку за до воль няє єди не зна чен ня х = 3.
Пе ревірка. . 
Відповідь. х = 3.

353. Які з рівнянь ал геб раїчні, які ірраціональні:
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354. Які з рівнянь ма ють розв’яз ки? Знайдіть їх:

355. Не розв’язу ю чи рівнянь, уста новіть, які з них не ма ють
ко ренів:

Розв’яжіть рівнян ня (356, 357).

356.

357.

Розв’яжіть рівнян ня (358, 359). 

358.

359.

Знайдіть ко рені рівнян ня (360–362).

360.

361.

362.

363. Розв’яжіть нерівність:

Розв’яжіть рівнян ня (364–372).

364.

365.

À

 

      

Á
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366.

367.

368.

369.

370.

371.

372.

Розв’яжіть нерівність (373–375).

373.

374.

375.

Розв’яжіть сис те му рівнянь (376–378).

376.
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377.

378.

379. Знайдіть ка те ти пря мо кут но го три кут ни ка, як що йо го
гіпо те ну за дорівнює 13 см, а пе ри метр 30 см.

380. Пе ри метр пря мо кут ни ка дорівнює 158 см, а діаго наль
65 см. Знайдіть йо го сто ро ни.

381. Ви ко най те дії:

382. Ма са ко роб ки із цу кер ка ми ста но вить 550 г. Ко ли по ло -
ви ну цу ке рок з’їли, ма са ко роб ки ста ла 300 г. Яка ма са по -
рожньої ко роб ки? 

383. Знайдіть зна чен ня ви разів:
а) sіn 60°,  sіn 120°,  sіn 135°,  sіn 150°;
б) соs 60°, соs 120°,  соs 135°, соs 150°.

Варіант  1
1. Об числіть, не ко рис ту ю чися каль ку ля то ром:
а) 9 ⋅ 3–3;      б) (–2)4 + (–3)3;      в) 
2. Спростіть ви раз:

3. Розв’яжіть графічно рівнян ня: х3 = 2 – х.

4. Знайдіть ко рені рівнян ня: 

Варіант  2
1. Об числіть, не ко рис ту ю чися каль ку ля то ром:
а) 16 ⋅ 2–3;      б) (–2)3 + (–3)4;      в) 



2. Спростіть ви раз:

3. Розв’яжіть графічно рівнян ня: х2 = 2 – х.

4. Знайдіть ко рені рівнян ня: 

Чис  ла. По нят тя на ту раль но го чис ла існує з доісто рич них
часів. 5 ти ся чоліть то му в Єгипті вже бу ли відомі спеціальні
знач ки для поз на чен ня чи сел. Нап рик лад, чис ло 124 тоді за пи9
су ва ли так: . Шу ме ри і ва ви ло ня ни поз на ча ли чис ла кли -
но подібни ми знач ка ми; їх за пис ƒƒ‚‚‚ оз на чає чис ло 23.
По над 4 ти сячі років то му в Єгипті й Ва ви лоні бу ли вже відомі
й де які дро бові чис ла.

Ста ро давні гре ки спо чат ку ко рис ту ва ли сь ат тич ною ну ме -
рацією, поз на ча ю чи чис ла 1, 5, 10, 100, 1000, 10 000 відповідно
сим во ла ми І, Г, Δ, Н, X, М. На ба га то зручнішу ну ме рацію роз -
ро би ли іонійці, які жи ли на уз бе режжі су час ної Ту реч чи ни.
На ту ральні чис ла во ни поз на ча ли літе ра ми ал фавіту з рис кою
або штри хом звер ху. Пе ред ти ся ча ми ста ви ли штрих вни зу.
Нап рик лад, чис ла 388 і 5388 ста ро давні гре ки за пи са ли б так:

і . Зго дом іонійсь ка ну ме рація по ши ри лася на всю
Ста ро дав ню Грецію, вклю ча ю чи Ольвію, Хер со нес та інші
поліси, які існу ва ли тоді на зем лях су час ної Ук раїни.

У Західній Європі на ту ральні чис ла три ва лий час за пи су ва -
ли римсь ки ми циф ра ми І, V, X, L, С, D, М, які поз на ча ли
відповідно 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000. Чис ло 38 284 в цій ну ме -
рації за пи суєть ся так: ХХХVIIImССLХХХІV. У Східній Європі
по ши ренішою бу ла іонійсь ка ну ме рація. А сар ма ти, які пе ре -
ко  чу ва ли на землі Ук раїни ще в III ст. до н. e., ма ли свою ну ме -
рацію.

У Київській Русі за пи су ва ли чис ла літе ра ми ки ри лиці (за
ви нят ком літе ри Б), став ля чи над ни ми тит ли (див. таб л.). Ти -
сячі поз на ча ли знач ком . 
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Нап рик лад, за пис оз на чав чис ло 1997. Ця ну ме -
рація відрізняєть ся від іонійсь кої тіль ки фор мою літер. Зго дом
у слов’янсь ких ру ко пи сах з’яви лись наз ви ве ли ких чи сел:
ть ма, ле гіон, ле одр, во рон, ко ло да, які відповіда ли чис лам:
106, 1012, 1024, 1048 і 1096. Їх поз на ча ли та ки ми сим во ла ми:

Рахува ли здебіль шо го на паль цях, то му перші чис ла, як і
пальці, на зи ва ли перс та ми. Заг нув ши всі пальці лівої ру ки,
ка за ли «п’ять», оскільки так на зи ва ли кисть ру ки (зга дай те
сло ва «п’ядь», «зап’яс тя»). Заг нув ши ще й пальці пра вої ру ки,
го во ри ли «де сять», бо ко лись «дес но» оз на ча ло пра во руч. Дес -
ни цею іноді й те пер на зи ва ють пра ву ру ку. Пли ву чи від Києва
вго ру, ве ли ку при то ку Дніпра, яку ба чи ли пра во руч, на зи ва ли
Дес ною, а ту, яка тек ла зліва, – Прип’ят тю. Вірогідно, що й
при каз ки «з п’ято го на де ся те» і «п’яте че рез де ся те» ко лись
ма ли різний зміст: «зліва нап ра во» і «вліво че рез пра ве».

Ста ро давні гре ки вміли не тіль ки ра ху ва ти та об чис лю ва ти,
а й зна ли ба га то влас ти вос тей на ту раль них чи сел. Нап рик лад,
Піфа гор та йо го учні розрізня ли чис ла парні, не парні, прості,
скла дені, фігурні, дос ко налі, дружні то що. Во ни та кож до ве ли,
що ко ли сто ро на квад ра та дорівнює оди ниці дов жи ни, то дов -
жи ну йо го діаго налі не мож на ви ра зи ти раціональ ним чис лом.
Увес ти ірраціональні чис ла во ни не здо га да лися, то му вва жа ли,
що існу ють відрізки, які не ма ють дов жи ни. Хоч Ев докс Кнід -
сь кий і ство рив те орію відно шень, чим, по суті, дав ге о мет рич -
ний вик лад те орії дійсних чи сел, од нак ірраціональні чис ла бу ло
вве дено тіль ки в XVII ст.

Ще дов ший шлях до ла ли від’ємні чис ла. По над 2 ти сячі
років то му во ни з’яви ли ся в Ки таї, їх час то ви ко рис то ву ва ли
індійські ма те ма ти ки, про те за галь не виз нан ня во ни діста ли
тіль ки в XIX ст.

У дав ни ну різні на ро ди ство рю ва ли свої наз ви і спо со би по -
з на чен ня чи сел, то ж існу ють сотні, а мо же, й ти сячі різних
ус них і пи сем них ну ме рацій. А ще ж існу ють різні сис те ми чис -
лен ня: двійко ва, трійко ва, вісімко ва то що. У кожній з них –
свої сим во ли і спо со би поз на чен ня чи сел. Нап рик лад, для
двійко вої сис те ми чис лен ня до сить двох цифр, у ній перші на -
ту ральні чис ла за пи су ють так: 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111,
1000, ...

І дро бові чис ла мож на за пи су ва ти по9різно му: зви чай ни ми,
де сят ко ви ми, міша ни ми, лан цю го ви ми дро ба ми, у стан да рт но -
му виг ляді то що.
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Ірраціональні чис ла та кож мож на за пи су ва ти по9різно му.

Нап рик лад, за пи си поз на ча ють од не й те са ме 

чис ло.
По нят тя чис ла з роз вит ком людства уточ ню ва лось і роз ши -

рю ва лося. Дро бові чис ла вве ли, оскільки цьо го ви ма га ла прак -
ти ка. Ввес ти від’ємні, ірраціональні та уявні чис ла на у ковців
спо ну ка ла доцільність, ба жан ня за без пе чи ти ви ко нан ня обер -
не них дій. 

У мно жині на ту раль них чи сел N дія відніман ня не завж ди
мож ли ва. До пов нив ши її ну лем і ціли ми від’ємни ми чис ла ми,
ут во ри ли мно жи ну цілих чи сел Z, у якій відніман ня завж ди
мож ли ве. Про те в мно жині Z не завж ди мож ли ве ділен ня. До -
пов нив ши її дро бо ви ми чис ла ми (до дат ни ми і від’ємни ми),
діста ли мно жи ну раціональ них чи сел Q, у якій ділен ня завж ди
мож ли ве (за ви нят ком ділен ня на 0). У мно жині Q не завж ди
мож ли ва дія до бу ван ня ко ренів з до дат них чи сел. До пов нив ши
її ірраціональ ни ми чис ла ми, ут во ри ли мно жи ну дійсних чи сел
R, у якій завж ди мож ли ва дія до бу ван ня ко ренів з будь9яких
до дат них чи сел.

У мно жині дійсних чи сел R дія до бу ван ня ко ренів пар них
сте пенів з від’ємних чи сел не мож ли ва. А для пот реб на у ковців
ба жа но ма ти та ку чис ло ву мно жи ну, у якій і ця дія бу ла б мож -
ли вою. До ве лося роз ши ри ти й мно жи ну дійсних чи сел, ввес ти
комп лексні чис ла. Мірку ва ли приб лиз но так. У мно жині R
рівнян ня х2 = –1 не має ко ренів. А ба жа но ут во ри ти та ку чис ло -
ву мно жи ну, яка, крім усіх дійсних чи сел, місти ла б і нові – ко -
рені рівнян ня х2 = –1. Поз на чи ли один з них літе рою і й наз ва -
ли це чис ло уяв ною оди ни цею. Щоб у ство рю ваній мно жині дія
мно жен ня завж ди ви ко ну ва лась, у ній по винні бу ти чис ла ви ду
bі – до бут ки дійсних чи сел b і уяв ної оди ниці. А щоб завж ди
ви ко ну ва лася дія до да ван ня, по винні бу ти та кож чис ла ви ду 
а + bі. Ви я ви лося, що мно жи на всіх чи сел ви ду а + bі – са ме та,
яка потрібна. Во на містить усі дійсні чис ла, і в ній завж ди мож -
на ви ко ну ва ти дії до да ван ня, відніман ня, мно жен ня, ділен ня
(за винятком ділен ня на 0), підне сен ня до сте пе ня, до бу ван ня
ко ренів будь9яких сте пенів з будь9яких чи сел. Та ку мно жи ну
на зи ва ють мно жи ною комп ле кс них чи сел, поз на ча ють її літе -
рою С.

Комп ле кс ни ми чис ла ми на зи ва ють чис ла, які мож на по да ти
у виг ляді а + bі, де а і b – довільні дійсні чис ла, а і – уяв на оди -
ни ця. Як що b = 0, то чис ло а + bі дійсне (мно жи на R є підмно -
жи ною мно жи ни С). Якщo чис ло b 0, то а + bі уяв не. 

Мно жи на комп ле кс них чи сел – об’єднан ня двох мно жин:
дійсних і уяв них чи сел. Уявні чис ла – це такі комп лексні чис -
ла, які не є дійсни ми.
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Чис ла а + bі і с + dі вва жа ють ся рівни ми тіль ки тоді, ко ли 
а = с і b = d. По нят тя «біль ше», «мен ше» на уявні чис ла не по -
ши рюєть ся. То му комп лексні чис ла не порівню ють. 

Мож на про дов жи ти роз ши рен ня по нят тя чис ла: увес ти по -
нят тя ква терніонів та інших гіпер ко мп ле кс них чи сел. Із ци ми
чис ло ви ми мно жи на ми оз найом лю ють ся в кур сах ви щої ма те -
ма ти ки.

Функції  і  графіки. По нят тя функції з’яви ло ся в ма те ма -
тиці в XVII ст. Йо го вве ден ню спри я ли на сам пе ред ро бо ти Р. Де-
кар та, П. Фер ма, І. Нь ю то на. Термін «функція» зап ро по ну вав
Г. Лейбніц. Потім І. Бер нуллі, А. Лопіталь, К. Га усс, М. Лоба -
чевський та інші ма те ма ти ки уточ ню ва ли і роз ши рю ва ли це
по нят тя.

Ос новні влас ти вості чис ло вих функцій, зок ре ма їх парність,
не парність, періодичність, не пе рервність то що, дослідив у дво -
томній праці «Вступ до аналізу нескінчен но ма лих» Л. Ей лер
(1707–1783). Те пер усь о му світу відомі функція Ей ле ра, ко ло
Ей ле ра, пря ма Ей ле ра, рівнян ня Ей ле ра, чис ла Ей ле ра, фор -
му ли Ей ле ра, підста нов ки Ей ле ра, те о ре ми Ей ле ра і ба га то
інших наз ва них на йо го честь важ ли вих ма те ма тич них по нять,
співвідно шень, ме тодів то що. Більшість своїх праць Ей лер
ство рив, бу ду чи сліпим і в по хи ло му віці. До речі, йо го син
Хрис то фор, зго дом ге не рал російсь кої армії, був по чес ним
воїном За порізь кої Січі. Атес тат про це підпи сав 1770 р. Пет ро
Кал ни шевсь кий.

Най за гальніше су час не оз на чен ня функції сфор муль о ва но в
пра цях Ніко ля Бур бакі. Це псев донім, під яким ве ли ка гру па
фран цузь ких ма те ма тиків дру ку ва ла свої праці в 1937–1968 рр.,
усь о го по над 40 томів. Жартівли вий «ав то по рт рет» Н. Бур бакі
зоб ра же но на ма люн ку. Про по ну ю чи ма лю нок, ху дож ник за -
з на чив, що схожість з відо ми ми вче ни ми тут мо же бу ти тіль ки
ви пад ко вою.
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Ініціато ром уве ден ня по нят тя функції у шкіль ний курс ма те -
ма ти ки був відо мий ук раїнсь кий ма те ма тик М.В. Ост рог рад сь кий.
Ще в се ре дині ХІХ ст., май же на 50 років раніше від німець ко -
го ма те ма ти ка Ф. Клей на, він ви с ло вив ідеї, які зго дом ляг ли в
ос но ву міжна род но го ру ху за ре фор му нав чан ня в школі.

МИ ХАЙ ЛО ВА СИЛЬ О ВИЧ ОСТ РОГ РАДСЬ КИЙ 

(1801–1862)

Сла вет ний ук раїнсь кий ма те ма тик, ви дат ний
уче ний, ор ганіза тор на у ко вої шко ли при  к лад ної
ма те ма ти ки й ме ханіки, та ла но ви   тий пе да гог і
прог ре сив ний ре фор ма тор ма те ма тич  ної освіти.  

На ро див ся в с. Па шен на Ко бе ляць ко го по ві   ту на
Пол тав щині. По хо див з відо мо го ук раїн сь ко го ко -
заць коNстар шинсь ко го ро ду, чим завж ди пи шав ся.

Всесвітньо відомі йо го досліджен ня з ма те -
ма тич но го аналізу, ма те ма тич ної фізи ки, те о -
ре тич ної ме ханіки, те орії чи сел, ал геб ри, те орії
ймовірнос тей та варіаційно го чис лен ня.

ЧленNко рес пон дент Па ризь кої ака демії на ук, Російсь кої, Ту рин -
ської, Римсь кої, Аме ри кансь кої ака демій, по чес ний док тор Київ -
сько го, Мос ковсь ко го та ба гать ох інших універ си тетів. 

У 2001 р. ЮНЕС КО внес ла М. Ост рог радсь ко го до пе реліку ви дат -
них ма те ма тиків світу.

По нят  тя  сте  пе  ня з на ту раль ним по каз ни ком бу ло відо мо
ще вче ним Ва ви ло на і Греції. Про те у ши ро кий вжи ток во но
увійшло тіль ки після вве ден ня ко ренів. Євро пейські ма те ма ти -
ки в ХIII ст. поз на ча ли ко рені сло вом Radix. Пізніше пос ту пово
зап ро вад жу ва лися різні симво ли. Нап рик лад, замість те періш- 
нь о го пи са ли R212, і т. п.

Ще пізніше з’яви ли ся зна ки ко ренів При ць о му над 

підкоре не вим ви ра зом ста ви ли рис ку, нап рик лад . Р. Де карт 
(1596–1650) пер ший по чав спо лу ча ти цю рис ку із зна ком ко ре -
ня. Су часні поз на чен ня ко ре ня ут вер ди ли ся тіль ки в XVIII ст. 

Сте пені з дро бо ви ми по каз ни ка ми ввів у XIV ст. фран цузь кий
ма те ма тик Н. Орем; сте пені з нуль о вим по каз ни ком ви ко рис то ву -
ва ли в XV ст. са мар ка ндсь кий уче ний аль9Каші й фран цузь кий
уче ний Н. Шю ке. Ос танній розг ля дав та кож сте пені з від’ємни -
ми по каз ни ка ми. Сис те ма тич но їх ви ко рис то ву вав І. Нь ю тон.
Він пи сав: «Як ал геб раїсти замість  АА, ААА і т. д. пи шуть А2,

А3, ..., так і я замість ... пи шу а–1, а–2, а–3 і т. д.».

Графіки простіших сте пе не вих функцій, на сам пе ред у = х2 і
у = х3, бу ду ва ли Де карт, Фер ма та інші фран цузькі ма те ма ти ки
для графічно го розв’язу ван ня рівнянь.
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Го лов не  в  розділі  1

Числа бувають натуральні, цілі, раціональні, дійсні і
комплексні. Їх множини позначають відповідно буквами: N, Z,
Q, R, C. Кожна з цих множин є частиною (підмножиною)
наступної: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

У множині раціональних чисел Q завжди виконуються дії
додавання, віднімання, множення і ділення (за винятком
ділення на нуль).

Обчислення, за умови, що деякі значення виражені у
відсотках, називають відсотковими розрахунками. Відсоток
(процент) – це сота частина.

1 % = 0,01; 10 % = 0,1; 100 % = 1. 

Задачі на відсотки

y = f(x) – функція, D – її об ласть виз на чен ня, E – об ласть зна -
чен ь. Як що D і E – мно жи ни чис лові, то y = f(x) – функція чис -
ло ва.

Як що об ласть виз на чен ня чис ло вої функції – мно жи на, си -
мет рич на віднос но 0 і:

1) f(–x) = f(x), то функція y = f(x) пар на;
2) f(–x) = –f(x), то функція y = f(x) не пар на.

Ко ре нем n9го сте пе ня із чис ла a на зи ва ють чис ло, n9й сте -
пінь яко го дорівнює a. Невід’ємний корінь n9го сте пе ня із чис -
ла a на зи ва ють ариф ме тич ним зна чен ням ко ре ня n9го сте пе 6
ня із чис ла a. Йо го поз на ча ють сим во лом .

Прик лад. , оскіль ки 

, оскіль ки  0,15 = 0,00001.

Об чис лен ня зна чен ня ко ренів n9го сте пе ня із чи сел на зи ва -
ють до бу ван ням ко ренів із цих чи сел.

Знаходження Формула

1 p відсотків від числа a a ⋅ 0,01p

2 Числа, p відсотків якого дорівнюють b b : (0,01p)

3 Відсоткового відношення (a : b) ⋅ 100 %

4 Простих відсотків

5 Складних відсотків



Влас ти вості ко ренів n9го сте пе ня:

1) ;    2) ;   3) ;

4) ;    5) .

Сте пені з дро бо ви ми по каз ни ка ми: .
Влас ти вості. Як що r і s – чис ла раціональні, то:

1) ;     2) ;     3) ;

4) ;     5) .

Сте пе не ва функція y = xα , x ∈ (0; +∞), α ∈ Q.
Влас ти вості: функція мо но тон на, ні пар на, ні не пар на.
При α > 0 функція зрос та ю ча, при α < 0 – спад на.
Графік функції про хо дить че рез точ ку М (1; 1).

y = xα, α > 0                                         y = xα, α < 0
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M M

Рівняння називають ірраціональним, якщо воно містить
змінну під знаком кореня або в основі степеня з дробовим
показником. Найзагальніший спосіб розв’язування ірраціо -
нальних рівнянь – піднесення обох його частин до однакових
степенів з наступним відкиданням сторонніх розв’язків.
Багато ірраціональних рівнянь зручно розв’язувати за допо -
могою заміни змінної.
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Розумова праця на уроках
математики – пробний

камінь мислення.
В. О. Сухомлинський
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У житті ми час то сти каємо ся з про це са ми, які відбу ва ються
з пев ною періодичністю. Скажімо, на зміну зимі при хо дить вес -
на, на зміну весні – літо, на зміну літу – осінь, на зміну осені –
зи ма, зно ву вес на, і все пов то рюєть ся з ро ку в рік. Так са мо
зміню ють ся ра нок, день, вечір і ніч. Періодичні про це си відбу ва -
ють ся в ба гать ох ме ханізмах (рух порш ня, ма ят ни ка) і в жи вих
ор ганізмах (пуль сація сер ця, ди хан ня).

Ма ти спра ву з про це са ми, які пе ріо-
дич но пов то рю ють ся, до во дить ся ба -
гать ом фахівцям. Мо де лю ва ти такі
про це си най з ручніше за до по мо гою си -
ну са, ко си ну са, тан ген са і ко тан ген са.
Де що про ці функції ви вже знаєте з
уроків ге о метрії. 

Си нус (ко си нус) гост ро го або ту по го
ку та α – це ор ди на та (абс ци са) точ ки

оди нич но го півко ла, яка відповідає куту α (мал. 48). 
Зверніть ува гу: в ге о метрії розг ля да ють sinα, соsα, tgα, ctg α

за умо ви, що α – кут три кут ни ка або опук ло го мно гокут ни ка,
тоб то ко ли 0° < α < 180°. Досліджу ю чи ж періодичні про це си,
під α ро зу міють кут по во ро ту (обер тан ня). А він мо же бу ти і як
зав год но ве ли ким, і від’ємним. По во ро ти в нап рямі ру ху го -
дин ни ко вої стрілки до мо ви ли ся вва жа ти від’ємни ми, а в про -
ти леж но му нап рямі – до дат ни ми. Нап рик лад, по верну ти кор бу
на –540°, на 720° – це оз на чає по вер ну ти її, як по ка за но на
малюн ках 49, а і б.

§ 10. Синус, косинус, тангенс і котангенс кута

Мал. 48

а) б)
Мал. 49

Од но му, двом, трь ом, ..., n обер там відповіда ють ку ти 360°,
720°, 1080°, ..., 360° ⋅ n.

Уве де мо по нят тя си ну са, ко си ну са, тан ген са і ко тан ген са
будь?яко го ку та. Зро би мо це за до по мо гою оди нич но го ко ла.
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Як що цент ром ко ла є по ча ток ко ор ди нат, а йо го радіус дорів -
нює 1, то та ке ко ло на зи ва ють оди нич ним ко лом.

Не хай на ко ор ди натній пло щині да но оди нич не ко ло і йо го
по чат ко вий радіус ОР (мал. 50). Кажуть, що точ ка А оди нично -
го ко ла відповідає ку ту α, як що ∠РОА = α. Зоб ра жені на ма люн -
ку 50 точ ки Р, А, В, С, D, Е, F відповіда ють ку там 0°, 60°, 90°,
135°, 180°, 270°, 300° (у межах від 0° до 360°).

Си ну сом ку та на зи ваєть ся ор ди на та точ ки оди нич но го
ко ла, яка відповідає ку ту .

Ко си ну сом ку та на зи ваєть ся абс ци са точ ки оди нич но го
ко ла, яка відповідає ку ту (мал. 51).

Тан ген сом ку та на зи ваєть ся відно шен ня си ну са ку та
до йо го ко си ну са.

Ко тан ген сом ку та на зи ваєть ся відно шен ня ко си ну са ку -
та до йо го си ну са.

Си нус, ко си нус, тан генс і ко тан генс ку та α поз на ча ють від -
по відно сим во ла ми sіnα, соsα, tgα, сtgα. 

Прик ла  ди. 
1. Ку ту 135° на оди нич но му колі відповідає точ ка С із абс ци?

сою і ор ди на тою (мал. 50). То му

соs135° = ,  sin135° = ,

tg135° = –1, ctg135° = –1.
2. Ку ту –90° на оди нич но му колі відповідає точ ка Е (0; –1).

То му соs(–90°) = 0,  sіn (–90°) = –1,
ctg(–90°) = 0,  tg(–90°) не існує.

Тан генс ку та α має зна чен ня (тоб то існує) тоді і тіль ки тоді,
ко ли соsα 0, ад же діли ти на 0 не мож на. Ко тан генс ку та α має
зна чен ня тіль ки за умо ви, що sinα 0.

Мал. 50 Мал. 51



Зна чен ня sіn α, соs α, tg α, ctg α де я ких кутів α на ве де но в
таб лиці.
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0° 30° 45° 60° 90°

sin 0 1

соs 1 0

tg 0 1 –

сtg – 1 0

Наб ли жені зна чен ня три го но мет рич них функцій мож на
зна хо ди ти за до по мо гою мікро каль ку ля то ра або спеціаль них
таб лиць (див. до да тки на с. 261).

Кож но му зна чен ню ку та α відповідає єди не зна чен ня sіn α
(див. мал. 51). Зна чен ня sіn α за ле жить від зна чен ня α. То му
sinα – функція від α. Функціями від α є та кож соsα, tgα, ctgα.
Де тальніше ми розг ля не мо їх далі, а тут звер не мо ува гу тіль ки
на най важ ливіші влас ти вості цих функцій.

На га даємо, що sinα – це ор ди на та
точ ки А оди нич но го ко ла, яка від -
повідає ку ту α (мал. 52). Як що АН –
пер пен ди куляр, опу ще ний з точ ки А
на вісь х, то дов жи на відрізка АН –
си нус ку та α, а ОН – ко си нус ку та α.
Як що точ ка А зна ходить ся у І або II
ко ор ди натній чверті, то sin α = АН;
як що точ ка А – у III або IV чверті, то
sinα = –АН. Кажуть, що у І і II чвер -
тях си нус ку та α до дат ний, а в III і IV
чвер тях – від’ємний.

Зна ки три го но мет рич них функцій
кутів різних ко ор ди нат них чвер тей по ка за но на ма люн ку 53.

Як що кут α збіль шуєть ся від 0° до 90°, то зна чен ня sin α
збільшуєть ся від 0 до 1. Як що α збіль шуєть ся від 90° до 180°, то
зна чен ня sinα змен шуєть ся від 1 до 0. Як що α збіль шуєть ся від
180° до 270°, то зна чен ня sinα змен шуєть ся від 0 до –1. Як що α
збіль шуєть ся від 270° до 360°, то зна чен ня sin α збіль шуєть ся
від –1 до 0. От же, для будь?яко го значен ня α:   

–1 � sinα � 1  і  –1 � соsα � 1.
Як що кут α про дов жу ва ти збіль шу ва ти, то всі ці влас ти вості

пов то рять ся, тоб то завж ди
sinα = sin(α + 360°) = sin(α – 360°) = sin(α + 720°) = ...

Мал. 52
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Уза галі, яким би не був кут α і ціле чис ло n, то:
sin(α + 360° ⋅ n) = sinα,     соs(α + 360° ⋅ n) = соsα,
tg(α + 360° ⋅ n) = tgα,        ctg(α + 360° ⋅ n) = ctgα.
Ці співвідно шен ня да ють мож ливість звес ти зна ход жен ня

зна чень си ну са, ко си ну са, тан ген са й ко тан ген са будь?яко го ку -
та до зна ход жен ня їх зна чень для невід’ємно го ку та, мен шо го
від 360°. Не хай, нап рик лад, тре ба об чис ли ти соs 1860°. Поді -
лив  ши 1860 на 360, діста не мо част ку 5 і ос та чу 60. От же, 

соs1860° = соs(360° ⋅ 5 + 60°) = соs60° = 0,5.
Як вид но з ма люн ка 54, ко си ну си

кутів 60° і –60° од на кові, оскіль ки
точ ки А і А1 симет ричні віднос но
осі х. То му соs(–60°) = соs 60°. І вза -
галі, ко си ну си кутів α і –α завж ди
од на кові. То му, який би не був кут α,
завж ди соs(–α) = соsα.

Відрізки АН і А1Н ма ють од на -
кові дов жи ни, але розміщені по різні
бо ки від осі х, то му їхні зна ки різні.
От же, sіn (–α) = –sіn α для кож но го
зна чен ня α.

Та ким чи ном, пра вильні то тож -
ності:

соs(–α) = соsα,   sіn (–α) = –sіn α,
tg(–α) = –tgα,    ctg(–α) = –ctgα.
Ко рис ту ю чися ни ми, мож на порів ня но лег ко об чис лю ва ти

зна чен ня три го нометрич них функцій від’ємних кутів.
Прик ла  ди:
1. sіn (–30°) = –sіn 30° = –0,5;
2. соs(–405°) = соs405° = соs(45° + 360°) = соs45° = .

Си нус, ко си нус, тан генс і ко тан генс ра зом на зи ва ють три го -
но метрич ни ми функціями. Ця наз ва по хо дить від наз ви дав ньої
на у ки три го но метрії. Раніше три го но метрію най час тіше ви ко ри -
с то ву ва ли для розв’язу ван ня три кут ників, а з їх до по мо гою –
розв’язу ван ня ба гать ох ге о мет рич них і ге о де зич них за дач.

Мал. 53

Мал. 54



У XX ст. такі за дачі нав чи ли ся розв’язу ва ти інши ми спо со ба ми й
за со ба ми, навіть простіше й точніше, то му те пер три го но метрія
втра ти ла по пе ред ню цінність і її не відно сять до су час них на ук.
Але по нят тя си нус, ко си нус, тан генс і ко тан генс у різних на у -
ках про дов жу ють відігра ва ти важ ли ву роль. Особ ли во, ко ли
йдеть ся про різні обер тальні ру хи, періодичні про це си і яви ща.

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Що та ке си нус ку та α? Яко го зна чен ня він мо же на бу ва ти?
2. Яких зна чень у ви разі sinα мо же на бу ва ти α?
3. Сфор му люй те оз на чен ня ко си ну са ку та.
4. За яких умов ко си нус ку та до дат ний? А ко ли – від’ємний?
5. Що та ке тан генс ку та? А ко тан генс?
6. При яких зна чен нях α йо го тан генс не існує? А ко тан генс?
7. Як змінюєть ся си нус ку та, як що кут збіль шуєть ся:

а) від 0° до 90°; б) від 90° до 180°?
8. Як змінюєть ся ко си нус ку та, як що кут збіль шуєть ся:

а) від 0° до 90°; б) від 90° до 180°?
9. Як змінюєть ся тан генс ку та, як що кут збіль шуєть ся:

а) від 0° до 90°; б) від 90° до 180°?

1. Об числіть:

– 2sіn90° ⋅ соs60° + 0,5tg45°.
Р о з в ’ я з а н  н я. Відповідні зна чен ня си ну са й   ко си ну са зна -

хо ди мо в таб лиці (див. с. 86). Маєм  о:

– 2sіn90° ⋅ соs60° + 0,5tg45° =

2. Що біль ше: sіn 20° чи соs20°?
Р о з в ’ я з а н  н я. Як що ∠МОН = 20°, то ∠ОМН = 70°

(мал. 55). Оскіль ки в трикутни ку про ти
біль шо го ку та ле жить біль ша сто ро на,
то ОН > МН. От же, соs20° > sіn20°.

3. Ко рис ту ю чися мікро каль ку ля то -
ром, об числіть ctg42°13′. 

Р о з в ’ я з а н  н я.

13 60 42 tg 1,1022016.

Відповідь. ctg42°13′ ≈ 1,1022.

=FF=+÷
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384. Див ля чися на пря мо кут ний три -
кут ник АВС (мал. 56), укажіть зна чен ня
си ну са, ко си ну са, тан ген са й ко тан ген са
ку тів А, В і С.

385. Чи мо же абс ци са або ор ди на та точ -
ки оди нич но го ко ла дорівню ва ти 2?

386. Чи мо же си нус або ко си нус ку та
дорівню ва ти 2? А –2? 

387. Чи мо же си нус ку та, мен шо го від
180°, бу ти чис лом від’ємним? А ко си нус? 

388. Тан генс яко го ку та дорівнює 1? 
А –1?

389. Укажіть зна чен ня си ну са, ко си ну са,
тан ген са й ко тан ген са пря мо го ку та і ку та 45°.

390. Якій чверті на ле жить кут: 100°, 150°, 200°, 250°, 300°,
350°?

391. На скіль ки гра дусів по вер таєть ся го дин на стрілка про -
тя гом півдо би? А хви лин на стрілка? 

392. Нак ресліть оди нич не ко ло і поз нач те на нь о му точ ки,
які відповіда ють ку там: 30°, 90°, 120°, 180°, 270°, 360°, –30°,
–300°.

393. Обчисліть зна чен ня кож ної три го но мет рич ної функції
кутів, за да них у № 392.

394. Ку ту α на оди нич но му колі відповідає точ ка М .
Укажіть зна чен ня sinα, соsα, tgα, ctgα. 

395. Ку ту β на оди нич но му колі відповідає точ ка з абс ци сою
0,6. Укажіть зна чен ня sinβ, соsβ, tgβ, ctgβ. 

396. Як змінюєть ся sinα і соsα, як що α збіль шуєть ся від 0°
до 360°? 

397. Щo біль ше:
а) sin20° чи   sin50°; б) соs40° чи  соs10°;
в) sin20° чи   sin160°; г) соs10° чи  соs100°?

398. Об числіть:
а) sin30° + соs30°; б) соs60° – sіn 45°;
в) sin45° ⋅ соs45°; г) 2sin60° ⋅ соs60°.

399. Знайдіть зна чен ня си ну са, ко си ну са, тан ген са, ко тан ген-
са ку та правиль но го: а) трикут ни ка; б) чо ти ри кут ни ка; в) шес ти-
кут ни ка.

400. Замість зіроч ки пос тав те знак > або <:
а) соs5° * соs7°;   б) sіn82° * sіn79°;   в) sіn178° * sіn108°;

À
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г) соs113° * соs115°;    ґ) tg29° * tg32°;    д) tg97° * tg107°.
401. Об числіть зна чен ня ви ра зу:

а) sіn45° – соs60° ⋅ соs90° + sіn120°;  
б) sіn30° ⋅ соs150° – соs60° ⋅ tg120°. 

402. Виз нач те знак до бут ку:
а) sіn120° ⋅ соs155° ⋅ tg85°;     б) sіn320° ⋅ соs55° ⋅ ctg185°;      
в) ctg124° ⋅ соs115° ⋅ tg35°;     г) ctg125° ⋅ соs77° ⋅ tg305°.
403. Об числіть зна чен ня три го но мет рич них функцій за до -

по мо гою таб лиць і пе ревірте ре зуль тат, ви ко рис то ву ю чи каль -
ку ля тор:

а) sіn12°,  sіn33°,  sіn72°,  sіn50°;
б) соs12°,  соs33°,  соs72°,  соs50°;
в) tg12°,  tg33°,  tg72°,  tg50°;
г) ctg12°,  ctg33°,  ctg72°,  ctg50°.

Виз нач те знак до бут ку (404, 405).
404. а) соs30° ⋅ sіn715° ⋅ соs125° ⋅ tg35°; 

б) sіn137° ⋅ соs150° ⋅ tg22° ⋅ соs735°. 
405. a) tg143° ⋅ sіn565° ⋅ tg87° ⋅ соs126°; 

б) соs932° ⋅ sіn132° ⋅ соs135° ⋅ tg92°. 
406. Об числіть зна чен ня ви ра зу:      

а) sіn30° ⋅ соs60° – соs2120° + sіn135° ⋅ соs90°; 
б) tg30° ⋅ tg60° – tg2135° + соs150°. 

Знайдіть зна чен ня ви разів (407, 408).
407. а) соsα + 3sіnα, як що α = 45°;

б) sіnβ + sіn2β + sіn3β, як що β = 60°.
408. a) sіnγ + 2соsγ + 3tgγ, як що γ = 30°;      

б) sіnα + соs(α – β), як що α = 90° і  β = 30°.
409. Яке найбіль ше і най мен ше зна чен ня мо же ма ти ви раз:

а) 3sіnх; б) – соsх; в) 1 + sіnх; г) sіnх – 1?

410. Чи мо же си нус або ко си нус ку та дорівню ва ти:

а) б) в) г) 

411. Ко рис ту ю чися мікро каль ку ля то ром, об числіть: 
а) sіn17°; б) cos35,7°; в) sin110°;
г) tg39,8°; ґ) 3соs25°; д) 10tg38°;
e) 2 + соs49°;        є) 3 + sіn47°.

412. Об числіть:
а) ctg37,8°;           б) 2,7ctg63,7°;        в) 2 : sіn36,3°.

413. Ко рис ту ю чися таб ли цею (до дат ки на с. 261), знайдіть:
a) 1 + sіn25°;       б) sіn20° – соs70°;     в) 2sіn15°соs15°.

414. Знайдіть міру гост ро го ку та х, як що:
а) sinx = 0,5;      б) 2 cosx = .

Á
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415. Знайдіть sіnα і соsα, як що: 
а) tgα = 1; б) tgα = –1.

416. Знайдіть sіnα і tgα, як що соsα = 0,5 (кут α гост рий).
417. Знайдіть, ко рис ту ю чись оди нич ним ко лом: 
sіn0°, sіn90°, соs90°, sіn180°, соs180°, sіn270°, соs270°.
418. Що біль ше: 

а) sіn10° чи  соs10°;  б) соs45° чи  sіn45°?
419. Який з кутів біль ший – α чи β, як що: 

а) sіnα = 0,75, sіnβ = 0,93;     б) соsα = 0,5, соsβ = 0,6? 
420. Яких зна чень при різних зна чен нях α мо же на бу ва ти

ви раз:
sіn2α,   1 – sіn2α,    sіn2α,   2sіnα?

421. Яких зна чень мо же на бу ва ти ви раз:
tgα,    tg2 α,    tg2α,   2tgα,   1 + tgα?

422. Нак ресліть на мілімет ро во му па пері чверть ко ла раді -
уса 10 см, поділіть йо го на 30 рівних час тин і складіть табли цю
наб ли же них зна чень си ну са й ко си ну са кутів 3°, 6°, ... , 90°.

423. Знайдіть дов жи ну ко ла й пло щу кру га, радіус яких
дорівнює:

а) 2 м;     б) 12 см;    в) 2,5 дм.
424. За да  ча  Сунь?Цзи. Знайдіть чис ло, яке від ділен ня

на 3 має в ос тачі 2, а від ділен ня на 5 має в ос тачі 3, на решті від
ділен ня на 7 – ос та ча 2.

425. По бу дуй те графік функції: 
а) у = 4х–2;    б) у = 4х–2 + 1;    в) у = 6х–1; г) у = 6х–1 – 2.

Досі ми розг ля да ли три го но мет ричні функції кутів. При ць о -
му ви рази х + sіnх, соsх2 не ма ли змісту. Оскіль ки не мож на до
гра дус ної міри ку та до дава ти чис ло. Не має змісту й квад рат
міри ку та. А розв’язу ван ня ба гать ох за дач при во дить до ана -
лізу подібних ви разів. То му ма те ма ти ки час то мають спра ву з
ви ра за ми sіnα, соsα, tgα, ctgα, де α – не міра ку та, а абстра к т -
не чис ло. Що ж ро зуміють під си ну сом, ко си ну сом, тан ген сом і
ко тан ген сом дійсно го чис ла?

Спо чат ку зга даємо де що про вимірю ван ня кутів. Ку ти мож -
на вимірю ва ти гра ду са ми та їх мен ши ми част ка ми: міну та ми
і се кун да ми. А ще мож на вимірю ва ти ку ти радіана ми.

§ 11. Тригонометричні функції числового
аргументу
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Міра ку та АОВ дорівнює од ному ра -
діану (1 рад), як що на колі із цент ром
у вер шині ць о го ку та він вирізає ду -
гу АВ, дов жи на якої дорівнює дов жині
радіуса ко ла (мал. 57); 1 рад ≈ 57°.
Оскіль ки ко ло радіуса r має дов жи ну
2πr, то 360° = 2π рад. Звідси маємо: 

180° = πрад,   90° = рад,   60° = рад,

45° = рад,  30° = рад.

Гра дус на і радіан на міри кутів пов’язані та ки ми за лежнос -
тя ми:

1° = радіанів,  n° радіанів.

Відповідність між де я ки ми радіан ни ми міра ми кутів ба жа -
но пам’ята ти:

Мал. 57

π

30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300°

Ви ко рис то ву ю чи фор му лу 1 рад = мож на вста но ви ти

відповідність між мно жи ною дійсних чи сел і мно жи ною кутів
по во ро ту. А оскіль ки кож но му зна чен ню де я ко го ку та α від по -
відає єди не зна чен ня sinα (соsα, tgα, ctgα), то мож на розг ля да -
ти три го но мет ричні функції не ли ше ку то во го ар гу мен ту, а й
чис ло во го.

Не хай на ко ор ди натній пло щині да но оди нич не ко ло і йо го
по чат ко вий радіус ОР (мал. 58, а). Кажуть, що точ ка А оди-
нич но го ко ла відповідає чис лу α, як що кут РОА дорівнює
α радіанів. При ць о му вва жа ють, що кут α збільшуєть ся, як що
радіус ОА ру хаєть ся про ти ру ху го дин нико вої стрілки; кут α
мо же бу ти як зав год но ве ли ким і як зав год но ма лим. Зоб ра -
жені на ма люн ку 58, а точ ки Р, K, В, С відповіда ють чис лам 0,

, π, .

Си ну сом чис ла α на зи ваєть ся ор ди на та точ ки оди нич но го ко ла,
яка відповідає чис лу α. Ко си ну сом чис ла α на зиваєть ся абс ци са
точ ки оди нич но го ко ла, яка відповідає чис лу α (мал. 58, б).



Си нус і ко си нус чис ла α поз на ча ють відповідно: sіn α і соs α.
Зі зміною чис ла α зміню ють ся та кож і зна чен ня sіnα та соsα.
То му мож на го во ри ти про функції, за дані рівнос тя ми у = sіnх і
у = соsх.

Розг ля не мо де які влас ти вості цих функцій.
Кож но му дійсно му чис лу х відповідає єди на точ ка оди нич -

но го ко ла, а їй – якась пев на ор ди на та й абс ци са. То му об ласть
виз на чен ня кож ної із функцій у = sіnх і у = соsх – уся мно жи на
R дійсних чи сел.

Оскіль ки sіnх – ор ди на та, а соsх – абс ци са де я кої точ ки оди -
нич но го ко ла (йо го радіус дорівнює 1), то –1 � sіn х � 1 i  
–1 � соsх � 1.

Як що зна чен ня ар гу мен ту х збіль шу ва ти від – до , то sіnх

збіль шуєть ся від –1 до 1. При збіль шенні х від до зна чен ня

sіn х змен шуєть ся від 1 до –1. При по даль шо му збіль шенні х
усе пов то рюєть ся. Як змінюєть ся зна чен ня соs х зі збільшен -
ням х, дослідіть са мостійно.

Оскіль ки чис лу 2π відповідає пов ний оберт точ ки одинич но го
ко ла, то чис лам х, х + 2π, х + 4π, ..., х + 2nπ, де n – ціле чис ло,
на оди нич но му колі відповідає од на й та са ма точ ка. Си ну си
всіх цих чи сел рівні. То му для кож но го ціло го зна чен ня n:

sіn(х + 2nπ) = sіnх.
Так са мо 

cos(х + 2nπ) = cosх.
Відно шен ня си ну са чис ла до ко си ну са то го са мо го чис ла на -

зи ва ють тан ген сом ць о го чис ла, а обер не не відно шен ня – йо го
ко тан ген сом:
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Мал. 58

а) б)



Оскіль ки на 0 діли ти не мож на, то tg α існує (має чис ло ве
зна чен ня), ко ли соsα ≠ 0, а ctgα існує, ко ли sіnα ≠ 0. Зі зміною
чис ла α зна чен ня tgα і ctgα теж зміню ють ся, то му tgх і ctgх та -
кож функції від ар гу мен ту х. Функції sіnх, cosх, tgх і ctgх на -
зи ва ють три го но мет рич ни ми функціями чис ло во го ар гу менту.
Точні зна чен ня цих функцій при де я ких зна чен нях ар гу мен  ту

(0, , , , і т. п.) мож на виз на ча ти, ко рис ту ю чись оди нич ним

ко лом. Во ни на ве дені в таб лиці. 
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0 π

sin 0 1 0

соs 1 0 – – – –1

tg 0 1 не
існує – –1 – 0

сtg не
існує 1 0 – –1 –

не
існує

Наб ли жені зна чен ня три го но мет рич них функцій мож на
зна  хо ди ти, ко рис туючися спеціаль ни ми таб ли ця ми або мікро -
каль ку ля то ром. При ць о му як що зна чен ня ар гу мен ту х за да но
в гра ду сах, то пе ре ми кач Г–Р став лять на поз нач ку Г, як що 
х – абстра кт не чис ло або кут у радіанах, – на поз нач ку Р. На -
п рик лад, зна чен ня sіn 1,2 зна хо дять за та кою прог ра мою: 1,2 

; ре зуль тат 0,932039, тоб то sіn1,2 ≈ 0,932039.
Вва жа ють, що си нус, ко си нус, тан генс, ко тан генс чис ла

дорівню ють відповідно си ну су, ко си ну су, тан ген су, ко тан ген су
ку та радіанів. От же, кож не тверд жен ня про три го но мет ричні
функції чис ла α рівноз нач не тверд жен ню про три го но мет ричні
функції ку та α радіанів і нав па ки. Зок ре ма, пра вильні фор му ли

соs(–α) = соsα,   sіn(–α) = –sіnα, 
tg(–α) = –tgα,    ctg(–α) = –ctgα.

Оскіль ки об ласть виз на чен ня кож ної три го но мет рич ної
функції си мет рич на віднос но по чат ку ко ор ди нат, то це оз на -
чає, що функція у = соs х – пар на, а функції у = sіn х, у = tg х, 
у = сtgх – не парні.

Зна ки sinα і соsα такі, як і зна ки ко ор ди нат то чок оди нич -
но го ко ла, що відповіда ють ку ту α (див. мал. 53).

Сим во ли sinα, соsα, tgα, ctgα ввів у ма те ма ти ку Л. Ей лер.

sinF



ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Що та ке радіан? Скіль ки радіанів має пря мий кут?
2. Що та ке си нус, ко си нус, тан генс і ко тан генс чис ла? Як во ни поз на -

ча ють ся?
3. Які зна ки ма ють три го но мет ричні функції в різних чвер тях?
4. За пишіть об ласть виз на чен ня кож ної з три го но метрич них функ цій.

1. Ко рис ту ю чись оди нич ним ко лом, знайдіть зна чен ня три?

го нометричних функцій чи сел: 0, , π, , 2π.

Р о з в ’ я з а н  н я. Да ним чис лам на оди нич но му колі від по ві да-
ють точ ки: P, K, B, C, P (див. мал. 58, а). Їх абс ци си дорівню ють
відповідно: 1, 0, –1, 0, 1. От же,

cos0 = 1,   cos = 0,   cosπ = –1,   cos = 0,   cos2π = 1.

Ор ди на ти вка за них то чок дорівню ють: 0, 1, 0, –1, 0. От же,

sin0 = 0,   sin = 1,    sinπ = 0,    sin = –1,    sin2π = 0;

tg0 = = 0,   tg = – не існує,   tgπ = = 0 і т. д.    

2. Чи пра виль но, що при будь?яко му ціло му n і дійсно му α:
a) tg(2nπ + α) = tgα; б) ctg(2nπ + α) = ctgα?
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ЛЕ О НАРД  ЕЙ ЛЕР
(1707–1783)

Один з най виз начніших ма те ма тиків світу.
Швейца рець, ба га то років пра цю вав у Росії. 
У 16 років склав ек за мен на ступінь магістра
мис тецтв. На пи сав по над 800 те о ре тич них
праць з ма тема ти ки, фізи ки, аст ро номії,
навігації, філо софії, му зи ки – близь ко 80 томів.

Увів су часні поз начен ня π, е, і, f(х), sіn, соs,
tg, ctg та ін. Йо го ім’ям наз ва но де сят ки най -
важ ливіших те о рем, фор мул, функцій, рівнянь,
інтег ралів та ін.

«Не має на у ки, не зв’яза ної з ма те ма ти кою».
Л. Ей лер

«Ей лер повів за со бою нас тупні по коління...»
М.В. Ост рог радсь кий



Р о з в ’ я з а н  н я. Як що n – чис ло
ціле, то чис лам α і 2nπ + α на оди нич -
но му колі відповідає од на й та са ма
точ ка (мал. 59). То му кож на з на ве де -
них рівнос тей пра виль на.

3. Об числіть 

Р о з в ’ я з а н  н я. Відповідні зна чен -
ня си ну са і ко си ну са зна хо ди мо у таб -
лиці (с. 94). Маємо:

426. Назвіть у радіанах міри кутів: а) квад ра та; б) рівнос то -
рон нь о го три кут ни ка; в) пря мо кут но го рівно бед ре но го три кут -
ни ка; г) пра виль но го шес ти кут ни ка.

427. Назвіть у гра ду сах кут, радіан на міра яко го дорівнює:

428. Які із чи сел від’ємні: sin2, sin4, sin5, соs2, соs3, соs6?
Відповідь ар гу мен туй те.

429. Для яких зна чень х ви ко нуєть ся рівність: 
а) sinx = 0;   б) sinx = 1;   в) sinx = –1;  г) соsx = –1?

430. Чи існу ють такі зна чен ня х, для яких соsх = 2,5? А tgх =
= 2,5?

За пишіть у радіанній мірі ку ти (431, 432).
431. а) 15°; б) 30°; в) 45°; г) 60°; ґ) 90°; д) 135°; е) 180°; є) 270°.
432. а) 40°; б) 120°; в) 105°; г) 150°; ґ) 75°; д) 32°; е) 100°; є) 140°. 
Ви разіть у гра ду сах кут, радіан на міра яко го дорівнює да но -

му числу (433, 434).

433. а) ;  б) ;  в) ;  г) ;  ґ) ;  д) 2π.

434. а) 2;  б) 3;  в) 1,5;  г) 0,36;  ґ) 5;  д) 31,4.
435. Нак ресліть оди нич не ко ло і поз нач те на нь о му точ ки,

які (наб ли же но) відповіда ють чис лам: 1, 2, 3, 4, –1, –2.
436. Поз нач те на оди нич но му колі точ ки, які відповідають

чис лам: π, , , , , 2π, 3π, 4π, –π, –2π, –3π.

À

Ðîçäië 2

96

Мал. 59



437. За повніть таб ли цю:

438. По кажіть за до по мо гою ма люнків ку ти:
а) 420°; 540°; 670°; 730°; 890°; 

б) ; ; ; ; .

439. Які зна ки ма ють sіnα, соsα, tgα, як що α дорівнює:

а) ;    б) 1,2π;    в) π;    г) π;    ґ) π?

440. Виз нач те знак ви ра зу:  
а) sіn2 ⋅ соs3;       б) sіn4 ⋅ tg5;   

в) соs ⋅ соsπ;     г) tg ⋅ соs2π.

441. Збіль шуєть ся чи змен шуєть ся зна чен ня sіnх при збіль?

шенні чис ла х від 0 до ? А при збіль шенні х від до π?

442. Збіль шуєть ся чи змен шуєть ся зна чен ня соsх при збіль -
шенні чис ла х від 0 до 2? А при збіль шенні х від 2 до π? 

443. Збіль шуєть ся чи змен шуєть ся зна чен ня tgх при збіль?

шенні чис ла х від 0 до ? А при збіль шенні х від – до 0?

444. Об числіть за до по мо гою каль ку ля то ра: 
а) sіn1,5;   б) sіn2,7;   в) соs0,8;   г) tg1,5.  

Об числіть (445–447).

445.

446. а) sіn2,5π;     б) соs3π;   в) г) 

447.

α 0,5π π 1,5π 2π 2,5π 3π 3,5π

sіnα

соsα

tgα

§ 11ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ ЧИСЛОВОГО АРГУМЕНТУ

97



448. Знайдіть зна чен ня ви ра зу:

а) sіnх ⋅ соsх, як що x = ;   б) sіnх + соsх, як що x = .

449. Що біль ше: а) sin1° чи sin3°;    б) sin1 чи sin3?

450. Які з чи сел ; ; ; ; ; ; ; :

а) менші за 1;   б) більші за 2?
451. Які з чи сел sin2; соs2; tg2; sin3; соs3 від’ємні?
452. Розмістіть у по ряд ку зрос тан ня чис ла:

sin0;  соs0;  sin1;  сos 1;  sin2;  соs2;  sin3;  соs3.
453. Який знак має:

sin3;  sin3,1;  sin3,5;  sin7,2;  sin(–2);  соs7?
454. Об числіть за до по мо гою мікро каль ку ля то ра (з точ ні стю

до ти сяч них):
sin2;  tg0,5;  соs0,5;  sin3,14;  sinπ;  sin ;  tg .

455. Знайдіть зна чен ня ви ра зу (з точністю до ти сяч них):

а) sinα + соsα, як що α = 2; α = 0,3; α = ;
б) 2 sinα соsα, як що α = 1; α = 2,7; α = 13;

в) 1 + tg2 α, як що α = 0,7; α = 12,5; α = .
Об числіть зна чен ня ви ра зу (456–458). 

456.

457.

458.

в) sin2,5π + соs2,5π;        г) tg4π + sin3π.

459. Швидкість од но го літа ка на 100 км/год біль ша від швид-
кості дру го го. То му пер ший до лає відстань 980 км на 0,4 год дов -
ше, ніж дру гий – відстань 600 км. Знайдіть швид кості літаків.

Á
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460. Розв’яжіть нерівність:
а) 5(х + 2) – 2(х –3) < 3(x – 1) – 4(х + 3);
б) 3(2x – 1) – 3(х – 1) � 5(х + 2) + 2(2x – 3).

461. Ки да ють два граль них ку би ки. Яка ймовірність то го,
що на них ви па дуть оч ки, су ма яких дорівнює: а) 5;  б) 6;  в) 7?

Відо мо ба га то то тож нос тей, які по -
в’язу ють різні три го но мет  ричні функ -
ції. Розг ля не мо най важ ливіші з них.

Співвідно шен ня між три го но мет -
рич ни ми функціями о д  н о  г о  а р  г у  -
м е н   т у. При га даємо рівнян ня ко ла.
Як що х і у – абс циса й ор ди на та
якої?не будь точ ки оди нич но го ко ла,
то х2 + у2 = 1 (мал. 60), соs α і sin α –
абсци са й ор ди на та де я кої точ ки оди -
нич но го ко ла (мал. 58). То му, яке не
бу ло б дій сне чис ло α, завж ди соs2 α +
+ sin2 α = 1. Це – ос нов на три гоно мет рич на то тожність.
Приєднав ши до неї ще фор му ли, які вип ли ва ють з оз на чен ня
тан генса і ко тан ген са, діста не мо такі то тож ності (за умо ви, що
tgα i ctgα – існу ють):

sin2 α + соs2 α = 1;                                      (1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Фор му ли (4) і (5) мож на до вес ти так:
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Фор му ла (6) до во дить ся ана логічно.
Ко рис ту ю чися ци ми фор му ла ми, мож на чис ло ве зна чен ня

будь?якої три го но мет рич ної функції ви ра зи ти че рез зна чен ня
іншої три го но мет рич ної функції та ко го са мо го ар гу мен ту. Але
при ць о му тре ба вра хо ву ва ти, якій чверті на ле жить цей ар гу -
мент. Нап рик лад:

1. Знайдіть соsα і tgα, як що sinα = 0,6  і  < α < π .

Р о з в ’ я з а н  н я. Як що < α < π, то соsα < 0. Оскіль ки sinα =

= 0,6  і  соs2α + sin2α = 1, то соsα = 

Тоді 

2. Знайдіть sinα, соsα і сtgα, як що 

Р о з в ’ я з а н  н я. Відо мо, що і α – кут третьої
чверті, то му:

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Сфор му люй те ос нов ну три го но мет рич ну то тожність. До ведіть її.
2. Які фор му ли пов’язу ють си нус, ко си нус і тан генс або ко тан генс то го

са мо го чис ла?
3. Як пов’язані тан генс і ко тан генс то го са мо го чис ла?
4. Чи пра виль но, що тан генс і ко тан генс то го са мо го чис ла – чис ла од -

но го зна ка? 

1. Чи пра виль но, що при будь?яко му зна ченні х:

Р о з в ’ я з а н  н я. Як що π < х < 2π, то sinх < 0. У цих ви пад ках

sinх = . Як що , то соsх < 0, і от же,
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. То му на ве дені в за дачі рівності пра вильні не
завж ди.

2. Спростіть ви раз sinα – tgα ⋅ соsα.
Р о з в ’ я з а н  н я. sin α – tg α ⋅ соs α = sin α – ⋅ соs α =

= sinα – sinα = 0.

3. Об числіть sin23 + ctg23 ⋅ sin23.
Р о з в ’ я з а н  н я. sin23 + ctg23 ⋅ sin23 = sin23 + ⋅ sin23 =

= sin23 + соs23 = 1.

Спростіть ви раз (462–464).
462. а) 1 – sin2α; б) 1 – соs2α; в) tg2α соs2α;

г) 5соs2β – 5; ґ) 7 sin2β – 7; д) tgβctgβ.

463.

464. а) 2sin2α + 2соs2α; б) –sin2x – sin2x;
в) sin23α + соs23α; г) 1 – sin2с – соs2с.

До ведіть то тожність (465, 466).
465. а) (1 – sin2α)tg2α = 1 – cos2α;

б) tg2α – sin2α = tg2α sin2α.
466. а) (tgα + ctgα) cos2α = ctgα;

б) (1 – cos2α)(1 + tg2α) = tg2α.
Спростіть ви раз (467, 468).
467. а) 1 – sin2α ⋅ ctg2α; б) (1 – cosα)(1 + cosα);

в) 2 – cos2α – sin2α; г) (соsх – 1)(2 + 2 соsх);
ґ) sinαcosαtgα; д) tgαctgα – соs2α.

468.

469. Відо мо, що кут α гост рий. Об числіть зна чен ня:

а) cosα, як що sinα = ; б) sinα, як що cosα = ;

в) tgα, як що cosα = ; г) ctgα, як що tgα = 4.

À
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470. Зна ю чи, що sin α = , об числіть зна чен ня cos α, tg α i
ctg α за умо ви, що: 

а) 0 < α < ;   б) < α < π.

471. Зна ю чи, що cos α = 0,8, об числіть зна чен ня sinα, tgα i
ctgα за умо ви, що: 

а) 0 < α < ;   б) – < α < 0.

472. Спростіть ви раз:

а) sin2α + соs2α – tgαctgα; б) 

в) 1– (sinα + cosα)2; г) (1– sinα)(1 + sinα);
ґ) tgαctgα – соs2α; д) sinα cosα ctgα.

473. До ведіть то тожність:
а) (1– sin2α) ⋅ tg2α = sin2α; б) (1– соsα)(1 + соsα) = sin2α;
в) 1– sin2α – соs2α = 0; г) sin4α + sin2αсоs2α + соs2α = 1.
474. До ведіть то тожність:

а) sin4α – соs4α = sin2α – соs2α;    

в) sin2α – sin2β = соs2β – соs2α;

До ведіть то тожність (475–477).
475. a) 1 + sinα + соsα + tgα = (1 + соsα)(1 + tgα);

б) (sinα + tgα)(соsα + ctgα) = (1 + sinα)(1 + соsα). 
476. a) sin3α (1 + ctgα) + соs3α (1 + tgα) = sinα + соsα; 

б) 3(sin4α + соs4α) – 2 (sin6α + соs6α) = 1.

477.

Спростіть ви раз (478–480).
478. а) 1 – соs2α + sin2α; б) 1 – sin2α + sin2αctg2α;

в) (1 + tg2α)соs2α; г) (tgβ соsβ)2 + (ctgβsinβ)2.
479. а) (tgα + ctgα)соs2α; б) 1 – sinβсоsβtgβ;

в) соs4α + sin2αсоs2α; г) (tgϕ + ctgϕ)sinϕсоsϕ.

480.

Á
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481. Знайдіть зна чен ня:

а) sinα, tgα, ctgα, як що соsα = – і 90° < α < 180°;

б) соsα, tgα, ctgα, як що sinα = –0,8 і 180° < α < 270°;
в) sinα, соsα, ctgα, як що tgα = –1 і 270° < α < 360°.

482. По бу дуй те графік функції у = 4 – x2. При яких зна чен -
нях во на зрос тає, а при яких спа дає? Знайдіть її нулі і найбіль -
ше зна чен ня.

483. Спростіть ви раз:

484. Розв’яжіть рівнян ня:

Кож ну три го но мет рич ну функцію

кутів ± α, π ± α, ± α, 2π ± α мож?

на ви ра зи ти че рез три го но мет рич ну
функцію ку та α. По ка же мо це спо чат -
ку для си нусів і ко си нусів.

Не хай α – довіль ний кут, ви ра же -
ний у радіанах. На одинично му колі
йо му відповідає пев на точ ка А, а ку ту

– α – точ ка В (мал. 61). Опус тив ши

пер пен ди ку ля ри АK на вісь х, ВL на
вісь у, діста не мо два рівних три кут ни ки АОK і ВОL (оскільки
∠АОK = ∠ВОL і ОА = ОВ). То му ОL = ОK і ВL = АK, тоб то

Ку там + α i – α на оди нич но му колі відповіда ють точ ки,

си метричні віднос но осі у (мал. 62). Їх ор ди на ти рівні, абс ци си
про ти лежні. То му

§ 13. Формули зведення
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Ку там π – α і α та кож відповіда ють точ ки оди нич но го ко ла,
си метричні віднос но осі у (мал. 63). То му

sin(π – α) = sinα,    соs(π – α) = –соsα.

Ку там π + α і α (а та кож – α і – α, + α і + α) від по?

віда ють точ ки оди нич но го ко ла, си -
мет ричні віднос но по чат ку ко ор ди -
нат (мал. 64). Їх ор ди на ти про ти -
лежні й абс циси та кож про ти лежні.
То му

sin(π + α) = –sinα,  соs(π + α) = –соsα,

Ку там 2π – α і α відповіда ють точ -
ки оди нич но го ко ла, симет ричні
віднос но осі х (мал. 65). Їх абс ци си
рівні, а ор ди на ти про ти лежні. То му

sin(2π – α) = –sinα,
соs(2π – α) = соsα.
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Ку там 2π + α і α відповідає од на й та са ма точ ка оди нич ного
ко ла, то му

sin(2π + α) = sinα,      соs(2π + α) = соsα.
З по пе редніх мірку вань маємо 16 фор мул.
Ще 16 подібних фор мул мож на до вес ти для тан ген са і ко тан -

ген са:

От же, 

Усі ці 32 фор му ли на зи ва ють фор му ла ми зве ден ня, оскіль ки
во ни да ють мож ливість кож ну три го но мет рич ну функцію
довіль ного ку та (а от же, і чис ла) звес ти до три го но мет рич ної
функції гост ро го ку та. За пам’ято ву ва ти кож ну із цих фор мул
не має пот ре би, кра ще ко рис ту ва ти ся за галь ним пра ви лом.

Щоб зро зуміліше сфор му лю ва ти пра ви ло, до мо ви мося
синус вва жа ти ко функцією ко си ну са, і нав па ки, а тан генс – ко -
функ цією ко тан ген са, і нав па ки.

Го во ри ти ме мо та кож, що кут звод жу ва ної функції відкла -
даєть ся від го ризонталь но го діамет ра, як що він має виг ляд π ± α
або 2π ± α, чи від верти каль но го діамет ра, як що він має виг ляд   

± α або ± α.

Пра ви ло зве ден ня мож на сфор му лю ва ти так: як що кут да ної
три го но мет рич ної функції відкла даєть ся від вер ти каль но го
діамет ра, то її заміню ють ко функцією, як що ж – від го ри зон -
таль но го діамет ра, то її наз ву не зміню ють. Знак став лять
та кий, який має зна чен ня да ної функції за умо ви, що кут α
гост рий.

Прик лад. Не хай тре ба спрос ти ти ви раз . Пе ред 

ре зуль та том тре ба пос та ви ти знак мінус, оскільки ко ли кут α

гострий, то кут на ле жить ІІІ чверті і йо го ко си нус від’єм?  

ний. Кут – α відкла даєть ся від вер тикаль но го діаметра, 

то му наз ву функції соs тре ба заміни ти на sin. От же, 

= –sinα.
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За у ва жен ня. Користуючися пра ви лом зве ден ня, ми тіль ки
для зруч ності прий маємо, що кут α гост рий. Насп равді ж у кож -
ній із фор мул зве ден ня під змінною α мож на ро зуміти й міру
довіль но го ку та, зок ре ма й від’ємно го, і будь?яке дійсне чис ло.

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Що та ке фор му ли зве ден ня?
2. Сфор му люй те пра ви ло зве ден ня.
3. Які зна ки ма ють три го но мет ричні функції в кожній із чвер тей?
4. Яку функцію на зи ва ють ко функцією для си ну са? А тан ген са?

5. Чи мо же у фор мулі зве ден ня α дорівнювати ? А 120°?

1. До ведіть то тожність:

Р о з в ’ я з а н  н я. 

2. Да ну три го но мет рич ну функцію зведіть до най мен шо го
до дат но го ар гу мен ту:  

а) sin845°;  б) соs212°.
Р о з в ’ я з а н  н я. а) sin 845° = sin (360° ⋅ 2 + 125°) = sin 125° =

= sin(90° + 35°) = соs35°;
б) соs212° = соs(180° + 32°) = –соs32°.

485. Які функції ма ють бу ти у по рожніх клітин ках таб лиці?
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486. Зведіть до най мен шо го до дат но го ар гу мен ту функції:
а) sin94°; б) соs105°; в) tg192°;
г) соs269°; ґ) ctg179°; д) sin282°.

Спростіть ви раз (487, 488).
487. а) sin(90° + α); б) соs(90° + α); в) sin(α + 90°);

г) tg(90° + α); ґ) ctg(90° + α); д) tg(α + 180°).
488. а) sin(180° – α); б) соs(180° – α); в) соs(α + 90°);

г) tg(180° – α); ґ) ctg(180° – α); д) ctg(α + 270°).

Спростіть ви раз (489–494).
489. а) sin(360° – α); б) tg(360° – α);

в) соs(270° + α); г) tg(270° – α).
490. а) sin(270° – α); б) соs(270° – α);

в) соs(360° + α); г) ctg(360° – α).
491. а) sin(90° – 2α); б) соs(90° + 3α);

в) tg(180° – 2х); г) ctg(180° + 3х).

492.

493.

494.

ґ) tg(3π + α);  д) cos(π + α);  е) ctg(3π – α);  є) соs(α + 5π).

Спростіть ви раз (495–499).

495. а) sin2(π + α); б) в) 

496.

497. а) sin(π – х) + sin б) соs(π + х) + cos .

498. а) sin(–α) + sinα; б) соsα + соs(–α);
в) tg(–α) – tgα; г) ctgх + ctg(–х).

À
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499. а) sin(α – β) : sin(β – α); б) соs(х – α) : соs(α – х);
в) tg(1 – α) : tg(α – 1); г) ctg(1 – 2х) : ctg(2х –1).

Знайдіть зна чен ня ви ра зу (500–502).
500. а) sin300°; б) соs240°; в) tg225°; г) ctg330°.
501. a) sin(–210°); б) соs(–225°); в) tg(–240°); г) ctg(–315°).
502. а) sin405°; б) соs720°; в) tg750°; г) ctg1110°.

Спростіть ви раз (503, 504).

503.

504.

Знайдіть зна чен ня ви ра зу (505–508).
505. а) соs810°; б) sin(–1470°); в) ctg1125°; г) tg1830°.
506. а) ctg1500°; б) соs(–945°); в) соs3660°; г) sin1620°.
507. а) соs450°; б) sin(–4095°); в) соs945°; г) tg1215°;

ґ) sin585°; д) соs750°;    е) tg(–9405°);є) sin1140°.
508. а) sin3,5π; б) соs2,5π; в) tgπ; г) ctg1,75π.
Зведіть функцію до най мен шо го до дат но го ар гу мен ту (509,

510).

509.

510. а) sin(3π + 2);  б) соs(5π – 3);  в) tg(0,5π + 1);  г) сtg(π –4).

Спростіть ви раз (511–514).

511.

512.

Á
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513.

514.

До ведіть то тожність (515, 516).

515.

516.

517. До ведіть, що ко ли α, β, γ – ку ти три кут ни ка, то:

518. У скіль ки разів і на скіль ки по рядків чис ло 4 ⋅ 107 біль -
ше за 8 ⋅ 106? 

519. Розв’яжіть рівнян ня:

520. Які із функцій у = х2, у = –х, у = 0,5х3, у = 2х2 + 3, у =
парні, які – не парні?

Од на з най важ ливіших влас ти вос тей три го но мет рич них
функ  цій в то му, що кож на з них – функція періодич на.

Функцію у = f(x) на зи ва ють періодич ною, як що існує та ке
дійсне чис ло Т ≠ 0, що для всіх зна чень х із об ласті її визна чен ня

f(x – T) = f(x) = f(x + T).
Чис ло Т на зи ва ють періодом да ної функції. Як що Т – період

де я кої функції, то nТ, де n ∈ Z і n ≠ 0, та кож її період. Графік

§ 14. Властивості і графіки 
тригонометричних функцій

§ 14ВЛАСТИВОСТІ І ГРАФІКИ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ

109



Ðîçäië 2

110

Мал. 66

та кої функції па ра лель ним пе ре не сен ням уз довж осі х на Т,
2Т, ..., nТ оди ниць вліво чи впра во відоб ра жаєть ся на се бе
(мал. 66).

Розг ля не мо спо чат ку конк рет ний прик лад.
Функція у = sin х. Си нус чис ла х – ор ди на та точ ки одинич но -

го ко ла, яка відповідає чис лу х (див. § 11). Оскіль ки кож но му
дійсно му чис лу х відповідає єди не зна чен ня sinх, то у = sinх –
функція, виз на че на на мно жині всіх дійсних чисел R. Щоб ви -
я ви ти най важ ливіші влас ти вості цієї функції, по бу дуємо її
графік. Спо чат ку – тіль ки на проміжку [0; 2π].

Скла де мо таб ли цю зна чень.

x 0 π 2π

y 0 1 0 –1 0

Точ ки з відповідни ми ко ор ди на та ми на не се мо на ко ор динат -
ну пло щи ну (мал. 67, а). Як що об чис ли ти зна чен ня sin х для
всіх дійсних зна чень х і поз на чи ти на ко ор ди натній площині
всі відповідні їм точ ки, то діста не мо кри ву, зоб ра же ну на ма -
люн ку 67, б. Це – графік функції у = sinх на [0; 2π]. 

На по бу до ва но му графіку по ка за но, як змінюєть ся ор дина та
точ ки оди нич но го ко ла, здійсню ючи  о д и н пов ний обхід ць о го
ко ла. На дру го му, треть о му і нас туп них об хо дах усе пов то -
рюєть ся. Це вип ли ває та кож із то тож ності sin(х + 2πn) = sinх.
То му, як що кри ву, зоб ра же ну на ма люн ку 67, б, пе ре нес ти на
кож ний з проміжків [2nπ; 2(n + 1)π], де n – чис ла цілі, діста не -
мо весь графік (мал. 68).

Мал. 67
а) б)



Функція у = sin х періодич на з най мен шим до дат ним пері о -
дом 2π. Це вид но на графіку функції (мал. 68). Мож на мірку ва ти й
інак ше. Оскіль ки завж ди sin(х – 2π) = sinx = sin(х + 2π), то 2π –
період функції у = sin х. А ко ли ця функція ма ла б до датний

період l < 2π, тоді пра виль ною бу ла б рівність . 

А за умо ви, що 0 < l < 2π, ця рівність неп ра виль на (пе ре ко най -
тесь у ць о му за до по мо гою одинич но го ко ла). От же, най мен -
ший до дат ний період функції у = sinх дорівнює 2π.
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Графік функції у = sinх – си ну соїда (мал. 68); во на нескін чен   -
на в обид ва бо ки. Розг ля не мо од ну ма теріаль ну мо дель си ну соїди.

Як що об гор ну ти свічку кіль ка разів па пе ром, потім пе ре рі за -
ти її гост рим но жем під ку том 45° до осі свічки (мал. 69) і роз гор -
ну ти папір, ма ти ме мо ма теріаль ну мо дель час ти ни си ну соїди.

Мал. 69

Оскіль ки для кож но го зна чен ня х пра виль на рівність cosx =

то графік функції у = соs х – та ка са ма си ну соїда, 

тіль ки зміще на вздовж осі х на оди ниць уліво (мал. 70).

Мал. 70

у = sin х



Заз на чи мо ос новні влас ти вості три го но мет рич них функцій.
Функція у = sin х. Її об ласть виз на чен ня – мно жи на всіх

дійсних чи сел R, а об ласть зна чень – відрізок [–1; 1]. Функція
не пар на, періодич на, її най мен ший до дат ний період дорів -
нює 2π. Графік функції зоб ра же но на ма люн ку 68. 

Функція у = соs х. Її об ласть виз на чен ня – мно жи на всіх
дійсних чи сел R, об ласть зна чень – відрізок [–1; 1]. Функція
пар на, періодич на, її най мен ший до дат ний період дорівнює 2π.
Графік функції у = соsх зоб ражено на ма люн ку 70.

Функція у = tgх. Її об ласть виз на чен ня – мно жи на всіх дійс?

них чи сел, за ви нят ком зна чень , де n ∈ Z, об ласть 

зна чень – мно жи на R. Функція не пар на, періодич на, її най мен -
ший до дат ний період дорівнює π. Графік функції у = tgх скла -
даєть ся з безлічі рівних між со бою нескінчен них і цент раль -
но?си мет рич них ліній (мал. 71). Графік функції у = tgх на зи ва -
ють тан ген соїдою.
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Мал. 71

Функція у = ctg х. Її об ласть виз на чен ня – мно жи на всіх
дійсних чи сел, за ви нят ком зна чень х = πn, де n ∈ Z, об ласть зна -
чень – мно жи на R. Функція не пар на, періодич на, її най мен -
ший до дат ний період дорівнює π. Графік функції у = ctgх скла -
даєть ся з безлічі рівних між со бою нескінчен них і цент раль -
но?си мет рич них ліній (мал. 72). 

Мал. 72



Інші влас ти вості три го но мет рич них функцій (нулі, про між -
ки зна коста лості, зрос тан ня і спа дан ня) мож на про чи та ти за
відповідни ми графіка ми. Спро буй те це зро би ти са мостійно.

Для порівнян ня всі влас ти вості функцій зве де но в од ну таб -
ли цю (всю ди k ∈ Z). Із ча сом усі во ни бу дуть обґрун то вані і ви
нав чи те ся виз на ча ти їх аналітич но.

Таб ли ця
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f(x) у = sinх у = cosх у = tgх у = ctgх

D(y) (–∞; +∞) (–∞; +∞) х ≠ + πk х ≠ πk

Е(у) [–1; 1] [–1; 1] (–∞; +∞) (–∞; +∞)

не пар на пар на не пар на не пар на

Т 2π 2π π π

у =0 πk + πk πk + πk

у >0 (2πk;  π + 2πk)

у<0 (–π + 2πk;  2πk)

у ↑ (–π + 2πk;  2πk) –

у ↓ (2πk;  π + 2πk) – (πk;  π + πk)

Зна ю чи, який виг ляд має, нап рик лад, графік функції у = соsх,
мож на по бу ду ва ти графік функції у = 3 + соsх (мал. 73).

Мал. 73

у = соsх

у = 3 + соsх



А див ля чись на графік, мож на вка за ти й ос новні влас ти вості
функції у = 3 + соs х. Її об ласть виз на чен ня – мно жи на R, об -
ласть зна чень – відрізок [2; 4]. Функція пар на, періодич на з
най мен шим до дат ним періодом 2π.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Яку функцію на зи ва ють періодич ною?
2. Назвіть об ласть виз на чен ня і мно жи ну зна чень кож ної з три го но -

ме  т рич них функцій.
3. Назвіть ос нов ний період кож ної з три го но мет рич них функцій.
4. Чи ма ють нулі три го но мет ричні функції?
5. Як на зи ва ють ся графіки ос нов них три го но мет рич них функцій?

1. По бу дуй те графік функції: 
а) у = 3sinх;     б) у = 3sin2х;     в) у = sin(х + 2).
Р о з в ’ я з а н  н я. a) Щоб по бу ду ва ти графік функції у = 3sinх

(див. с. 33), тре ба графік функції у = sin х роз тяг ну ти від осі х
у 3 ра зи (мал. 74). Чо му? 

б) Щоб по бу ду ва ти графік функції у = sin2х (див. с. 35), тре -
ба графік функції у = sinх стис ну ти до осі у вдвічі (мал. 75). 
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Мал. 74

Мал. 75

у = 3sinх

у = sinх

у = sin2х у = sinх



в) Щоб по бу ду ва ти графік функції у = sin (х + 2), тре ба
графік функції у = sinх пе ре нес ти на 2 оди ниці вліво (мал. 76).
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Так са мо мож на пе рет во рю ва ти й інші графіки три го но мет -
рич них функцій. По ясніть ці пе рет во рен ня са мостійно.

521. По ясніть, як змінюєть ся зна чен ня функції у = sinх при
збільшенні її ар гу мен ту х від 0 до 2π. 

522. Як змінюєть ся зна чен ня функції у = cosх і у = tgх при
збіль шенні їх ар гумен ту x від 0 до 2π? 

523. Чи мож на вва жа ти пар ною функцію у = cosх, за да ну на
мно жині (0; +∞)? А на мно жині [–π; π]? 

524. Чи мож на вва жа ти не пар ною функцію у = sinх, за да ну
на множині [–2π; 2π]? А на мно жині [0; +∞)? 

525. Чи мож на вва жа ти не пар ною функцію у = cos(х – 1), за -
да ну на [0; 20π]? А на [–20π; 20π]?

По бу дуй те графік функції (526–533).
526. а) у = sinх, х ∈ [–π; π]; б) у = cosх, х ∈ [–π; 3π].
527. а) у = 1 + cosх, х ∈ [0; 2π]; б) у = sinх – 2, х ∈ [–2π; 2π].
528. а) у = tgх, х ∈ (0; 2π); б) у = –1 + tgх, х ∈ (–π; π).
529. а) у = sin(х + 1), х ∈ [–π; π]; б) у = cos(х – 1), х ∈ [0; 2π].
530. у = 4sinх на  [–π; π].
531. у = –0,5cosх на  [–π; π]. 
532. у = sin3х на  [–3; 3].

533. на  [0; 2π].

534. Знайдіть об ласть виз на чен ня функції:

а) ;   б) ;   в) у = tg3х;   г) у = cos(2х + 3).

À

Мал. 76

у = sin(х + 2)

у = sinх



535. Знайдіть об ласть зна чень функції:

а) у = 2sinх;  б) в) г) у = –17tgх.

536. Чим відрізняєть ся графік функції у = tg х, за да ної на 

від графіка функції у = х3?

537. Знайдіть абс ци си то чок пе ре ти ну графіка функції 

y = sin з віссю х.

538. Знайдіть абс ци си то чок пе ре ти ну графіків функцій
у = соs2х і  у = 0,5.

539. Пар ною чи не пар ною є функція:
а) у = sin2х; б) у = 3cоsх; в) у = –tgх;

г) ґ) д) 

540. Як мож на по бу ду ва ти графік функції:

а) б) у = соs2 х + sin2 х;

в) у = г) у = tgх ⋅ ctgх?
По бу дуй те графік і виз нач те ос новні влас ти вості функцій

(541–546).
541. а) у = 3 + sinх; б) у = 2 + соsх; в) у = 3 + tgх.
542. а) у = –sinх; б) у = –соsх; в) у = –tgх.
543. а) у = 1 – sinx; б) у = 1 – соsх; в) у = 1 – tgх.
544. а) у = 2sinx; б) у = 3соsх; в) у = 0,5tgх.
545. а) у = |sinx|; б) у = |соsх|; в) у = |tgх|.
546. а) у = sin|x|; б) у = соs |х|; в) у = tg|х|.

547. Чи пра виль но, що графік функції є та кож
графіком функ ції у = sinx?

548. Чи пра виль но, що графік функції у = |1 + соsх| є та кож
графіком функції у = 1 + соsх?

549. Розв’яжіть рівнян ня:
а) х2 – 7|х| = 0; б) х2 + 3|х| – х = 0.

550. Спростіть ви раз:

Á
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551. За робітна плата то ка ря ста но ви ла 2000 грн. Спо чат ку її
бу ло збіль ше но на 10 %, а потім че рез рік – ще на 20 %. На
скіль ки відсотків збіль ши ла ся заробітна плата то ка ря порівня -
но з по чат ко вою?

Кож но му доб ре відомі яви ща, що чер гу ють ся: 
ра нок, день, вечір, ніч, ра нок, день...;
вес на, літо, осінь, зи ма, вес на, літо...
І ма ят ник го дин ни ка ко ли ваєть ся так, і стру на, і зна чен ня

змінно го стру му, і ба га то ме ханізмів пра цю ючої ма ши ни
зміню ють своє по ло жен ня періодич но і плав но. Ма те ма тич не
мо де лю ван ня та ких явищ і про цесів зруч но здійсню ва ти за до -
по мо гою фор му ли гар монічно го ко ли ван ня.

Ко ли ван ня – ритмічні пе реміщен ня чо го?не будь з од но го бо -
ку в інший, зміна зна чень ве ли чи ни то що. Мож на го во ри ти про
ко ли ван ня ма ят ни ка, ко ли ван ня тем пе ра ту ри повітря, ко ли -
ван ня цін то що. Ко ли ван ня бу ва ють різни ми, зок ре ма віль ни -
ми, ви му ше ни ми, за ту ха ю чи ми (на ведіть відомі вам прик ла ди
з фізи ки). Особ ли во цікаві гар монічні ко ли ван ня – періодичні,
здійсню вані за за ко ном си ну са чи ко си ну са. Ко рот ше їх на зи ва -
ють гар моніка ми.

Як зміню ва ти меть ся зна чен ня функції у = sin х, як що зна -
чен ня ар гу мен ту х рівномірно збіль шу ва ти? Від та кої зміни
зна чен ня y гар монійно ко ли ва ти меть ся (на осі у) у ме жах від
–1 до 1. Це – найп ростіший прик лад гар монічно го ко ли ван ня
з ампліту дою 1. Прик лад гар монічно го ко ли ван ня з амплі -
тудою А, здійсню ва но го за леж но від зміни ча су t, дає фор му ла
у = A sint.

Розг ля не мо за галь ний ви па док. Не хай точ ка М ру хаєть ся
по ко лу радіуса А в до дат но му нап рямі зі ста лою ку то вою
швидкістю ω радіанів за се кун ду (мал. 77).
Як що в по чат ко вий мо мент ча су (тоб то
ко ли t = 0) точ ка М зай ма ла по ло жен ня
М0, яке виз на ча єть ся ку том ϕ, то че рез t
се кунд во на зай ме де я ке по ло жен ня М,
яке виз на чаєть ся ку том ωt + ϕ. Ор ди на та
точ ки М дорівнює Asin(ωt + ϕ).

Фор му ла у = Asin (ωt + ϕ) виз на чає
змінну у як функцію ча су t. Це і є фор му -
ла гар монічно го ко ли ван ня. У ній 
у – зна чен ня функції, t – ар гу мент, а чис ла
А, ω і  ϕ – сталі: 

§ 15. Періодичні функції  і гармонічні коливання
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Мал. 77



А – ампліту да ко ли ван ня,            ϕ – по чат ко ва фа за, 
ω – ку то ва швидкість,                   ωt + ϕ – фа за ко ли ван ня.
Ампліту да виз на чаєть ся в лінійних оди ни цях дов жи ни, фа -

за і по чат ко ва фа за – у радіанах.
Ампліту да – це ве ли чи на найбіль шо го відхи лен ня від по ло -

жен ня рівно ва ги.
Період Т гар монічно го ко ли ван ня – це най мен ший до дат ний

період функції у = Asin(ωt + ϕ), тоб то час, про тя гом яко го точ -
ка М здійснює один пов ний оберт по ко лу. За цей час точ ка М
про хо дить ωТ радіанів, або 2π радіанів. Як що ω > 0, то

ωТ = 2π,  звідси  .

Період гар монічно го ко ли ван ня виз на чаєть ся в се кун дах;
він обер не но про порційний ку товій швид кості відповідно го
обер тан ня; не за ле жить ні від ампліту ди, ні від по чат ко вої фа -
зи ко ли ван ня. Прик ла ди простіших графіків гар монічних ко -
ли вань – на ма люн ках 74–76.

Графік гар монічно го ко ли ван ня 
у = Asin(ωt + ϕ),

де А, ω і ϕ – дані чис ла, бу ду ють у такій послідов ності:
а) спо чат ку бу ду ють графік функції у = sinх;

б) стис нен ням до осі у у відно шенні 1 : – діста ють графік
функції у = sinωх;

в) із ць о го графіка за до по мо гою па ра лель но го пе ре несен ня

на відстань впра во при ϕ < 0 і вліво при ϕ > 0 діста ють графік 

функції у = sin(ωx + ϕ);
г) на решті, з графіка цієї функції стис нен ням до осі х у від?

но шенні k = діста ють графік за да ної функції у = Asin(ωx + ϕ).

Існу ють періодичні функції, відмінні від гар монічних ко ли -
вань. Та кою є, наприклад, функція у = tg x (мал. 71). Уза галі,
періодич ни ми є всі функції ви ду Asin (ωx + ϕ), Acos (ωx + ϕ),
Atg (ωx + ϕ), Actg(ωx + ϕ) та ба га то інших.

Період пер ших двох функцій зна хо дить ся за фор му лою ,

а двох дру гих 

Періодич ною є та кож функція, графік якої – кардіог ра ма
здо ро вої лю ди ни (див. мал. 15). Періодич ни ми бу ва ють не тіль ки
функції та їхні графіки, а й ба га то інших зоб ра жень: ви шив ки,
ор намен ти, візе рун ки на тка ни нах чи шпа ле рах то що (мал. 78).
Та ки ми є, зок ре ма, давнь ог рецькі ор на мен ти ме андр і акант
(мал. 79), візе рун ки на ого ро жах то що. Усе це – прик ла ди
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стрічко вих ор на ментів, періодич них в од но му нап рямі. А є та кож
пло щинні ор на мен ти, періодичні в ба гать ох різних нап ря мах.

Подібні пло щинні ор на мен ти особ ли во по ши рені в країнах
ісла му. Але – без зоб ра жень лю дей та інших жи вих істот, ад же
Ко ран за бо ро няє ство рю ва ти такі зоб ра жен ня: «Не ство ри собі ку -
ми ра!» А гол ла ндсь кий ху дож ник М. Ешер, ігно ру ю чи цю за бо ро -
ну, ство рив ба га то оригіналь них ор наментів із зоб ра жень лю дей і
тва рин. Та кою є, нап рик лад, йо го мо заїка «Ри царі на ко нях»
(мал. 80).

§ 15ПЕРІОДИЧНІ ФУНКЦІЇ І ГАРМОНІЧНІ КОЛИВАННЯ

119

Мал. 78

Мал. 79

Мал. 80



Як мож на ство рю ва ти такі пло щинні ор на мен ти і пар ке ти з
рівних фігур? Розг ля не мо один спосіб.

Розг лянь те періодич ну функцію, графіком якої є нескінчен на
в обид ва бо ки ла ма на А (мал. 81). Пе ренісши її вздовж осі ор ди -
нат на век тор n ⋅ , де n пробігає мно жи ну всіх цілих чи сел,
ут во ри мо безліч подібних графіків періодич них функцій. Як що
всі ці ла мані по вер ну ти нав ко ло по чат ку ко ор ди нат на пря мий
кут, ут во рить ся ще од на мно жи на ла ма них, яка з пер шою мно -
жи ною роз би ває всю пло щи ну на безліч періодич но роз та шо ва -
них хрес то подібних фігур (мал. 82). Та ким спо со бом рівни ми
періодич ни ми лініями мож на роз би ва ти пло щи ну на безліч ре -
гу ляр но роз та шо ва них рівних фігур, ут во рю ючи різні пар ке ти,
ор на мен ти і мо заїки.

ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ

1. Що та ке ко ли ван ня? Які бу ва ють ко ли ван ня?
2. Яке ко ли ван ня на зи ва ють гар монічним?
3. У яких оди ни цях виз на чаєть ся ампліту да, період, ку то ва швид кість,

фа за гар монічно го ко ли ван ня?
4. Яки ми мо жуть бу ти ампліту да гар монічно го ко ли ван ня, йо го пері од,

по чат ко ва фа за?

1. Виз нач те ампліту ду, фа зу, по чат ко ву фа зу і ку то ву швид -
кість гар монічно го ко ли ван ня, за да но го фор му лою:

а) ;      б) у = 0,8sin3t.
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Р о з в ’ я з а н  н я. а) Ампліту да дорівнює 6, 2t + – фа за, –
по чат ко ва фа за, 2 – ку то ва швидкість.

б) 0,8 – ампліту да, 3t – фа за, 0 – по чат ко ва фа за, 3 – ку то ва
швидкість.

2. По бу дуй те графік функції у = 3cos(2x + 4).
Р о з в ’ я з а н  н я. За пи ше мо функцію у виг ляді у = 3cos2(x + 2).
1) Бу дуємо графік функції у = cosx;
2) стис каємо йо го до осі у у відно шенні 1 : ;

3) отриманий графік пе ре но си мо вз довж осі х па ра лель но на 
2 одиниці ліво руч (мал. 83);
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Мал. 83

Мал. 84

552. Знайдіть ампліту ду гар монічно го ко ли ван ня, за да но го
фор му лою:

у = 2cosx у = cos(2x + 4)

у = 3cos(2x + 4)

4) роз тя гом від осі х у 3 ра зи діста не мо, на решті, потрібний
графік (мал. 84).



555. Виз нач те ампліту ду, фа зу, по чат ко ву фа зу і ку то ву швид-
кість гар монічно го ко ли ван ня, за да но го фор му лою:

556. Знайдіть період функцій:
a) у = sin6x;  б) у = cos0,5x;  в) у = 3sin5x; г) у = 0,5cos(x + 1).
557. Знайдіть різни цю між найбіль шим і най мен шим зна -

чен ня ми функції:

558. На ма люн ку 87 зоб ра же но графік функції «дро бо ва час -
ти на чис ла». Чи періодич на ця функція? Як що так, то який її
най мен ший до дат ний період? Чи є да ний графік гар монікою?

559. На ма люн ку 88 зоб ра же но графік функції у = |sinx|. Чи
періодична ця функція? Чи відповідає во на гар монічно му ко -
ли ван ню?

À

553. На ма люн ку 85 зоб ра же но графік функції, яка ви ра жає
за лежність кіль кості со няч них плям від ча су. Чи є ця функція
періодич ною?

554. Хід порш ня в циліндрі дви гу на дорівнює 12 см (мал. 86).
Знайдіть ампліту ду йо го ко ли ван ня. 
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Знайдіть період гар монічно го ко ли ван ня (560, 561).
560. а) у = sin6x; б) у = соs2x; в) у = соs0,5x.
561. а) у = соs3x; б) у = sin1,5x; в) у = sіn4x.
По бу дуй те графік гар монічно го ко ли ван ня (562–565).
562. а) у = 2sіnx; б) у = –2sіnx; в) у = 0,5sіnx.
563. а) у = 2соsx; б) у = –2соsx; в) у = 0,5соsx.

564.

565.

Знайдіть період функції (566–568).
566. а) у = 7sin2x; б) у = 2соs6x; в) у = 0,2sin(x + π).
567. а) у = 5sin0,1x; б) у = соs(2x +3); в) у = 6sіn(2 + 3x).
568. а) у = tg2x; б) у = 3tg0,25x; в) у = ctg(3x – 0,5π).

По бу дуй те графік функції (569–573).

569.

570.

Á

Мал. 87

Мал. 88



571.

572.

573*.

574. Побудуйте графік періодичної функції з періодом T = 2,
якщо на проміжку [–1; 1] її можна задати формулою:

а) y = x2; б) y = x2 – 1.
575. Побудуйте графік періодичної функції з періодом T = 4,

якщо на проміжку [–2; 2] її можна задати формулою:
а) y = |x|; б) y = 1 – |x|.
576. Див ля чись на графіки гар монічних ко ли вань (мал. 89),

на пишіть відповідні їм функції.
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577. Елект рич ний струм, який жи вить місь ку освітлю валь -
ну ме ре жу, є змінним стру мом. Йо го си ла I постійно змінюєть -
ся, здійснюючи гар монічне ко ли ван ня

де I0 – мак си маль не зна чен ня си ли стру му; Т – період ко ли ван -
ня; ϕ – по чат ко ва фа за. 

В які мо мен ти ча су си ла стру му до ся гає мінімаль но го або
мак си маль но го зна чен ня і ко ли йо го зна чен ня дорів нює ну лю?



Спростіть ви раз (578, 579).
578. а) (1 – cos2α + sin2α)ctg2α;

б) 1 – sіnβсоsβtgβ + sin2α. 

579.

580. Чи є чис ло 143 чле ном ариф ме тич ної прог ресії 3, 8,
13, ...? Як що так, то знайдіть но мер ць о го чле на прог ресії.

Те о ре ма. Які б не бу ли ку ти або чис ла і , завж ди
соs( + ) = соs соs + sіn sin .

До ве  ден ня. Не хай α і β – довільні
ку ти. На оди нично му колі їм від по -
віда ють точ ки А (соsα; sіnα) і В (соsβ;
sinβ) (мал. 90). Ви ра зи мо квад рат від -
 стані між точ ка ми А і В дво ма спо со ба -
ми. Як що ∠ АОВ = α – β, де 0 < α – β < π,
то за те о ре мою ко си нусів

АВ2 = ОА2 + ОВ2 – 2 ⋅ ОА ×
× ОВ соs(α – β) = 2 – 2соs(α – β).
Згідно з те о ре мою про квад рат

відстані між дво ма точ ка ми
АВ2 = (соsα – соsβ)2 + (sіnα – sinβ)2 =

= соs2 α – 2 соs α соs β + соs2 β + sіn2 α – 2 sіn α sin β + sin2 β = 2 –
– 2(соsαсоsβ + sіnαsinβ).

От же, 2 – 2 соs (α – β) = 2 – 2(соs α соs β + sіn α sin β), звідси
соs (α – β) = соsαсоsβ + sіnαsinβ.

Ми розг ля ну ли ви па док, ко ли ∠ АОВ = α – β, де 0 < α – β < π.
В інших ви пад ках кут АОВ мо же дорівню ва ти α – β + 2πn або
β – α + 2πn, де n ∈ N (мал. 91). Ко си нус кож но го з та ких кутів
дорівнює соs(α – β). То му те о ре ма, що до во дить ся, правиль на
для будь?яких кутів α і β, а от же, і для довіль них дійсних чи -
сел α і β.

На ос нові до ве де ної те о ре ми і фор мул зве ден ня мож на ви вес ти
подібні фор му ли для пе рет во рен ня ви разів соs(α + β) і sіn(α ± β).

соs (α + β) = соs (α – (–β)) = соs α соs (–β) + sin α sіn (–β) =
= соs α соsβ – sіnαsіnβ. 

§ 16. Формули додавання
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sіn(α – β) = sіn(α + (–β)) = sіnα соs(–β) + соsα sіn(–β) =
= sіnα соsβ – соsα sіnβ.
До ве де мо ще фор му ли для пе рет во рен ня ви разів tg(α ± β). 

От же, маємо 6 фор мул:

sin( ) sіn соs соs sіn ,

соs( ) соs соs sіn sіn ,

Це – фор му ли до да ван ня. Чо ти ри перші з них пра вильні для
будь?яких кутів або чи сел α і β, дві ос танні – для будь?яких до -
пус ти мих зна чень α і β (ко ли всі тан ген си у фор мулі ма ють зна -
чен ня).
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ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Які три го но мет ричні рівності на зи ва ють фор му ла ми до да ван ня?
2. Як виз на чаєть ся ко си нус різниці двох кутів?
3. Чи од не й те са ме оз на чає ко си нус су ми і су ма ко си нусів?
4. Як виз на чаєть ся ко си нус су ми двох кутів?
5. Як виз на чаєть ся тан генс су ми (різниці) двох кутів?

1. За до по мо гою фор мул до да ван ня пе рет воріть ви раз: 

Р о з в ’ я з а н  н я.

2. Об числіть зна чен ня sіn75°.
Р о з в ’ я з а н  н я. sіn75° = sіn(30° + 45°) = sіn30° cos45° + 

+ cos30° sin45° =

Відповідь.

3. Об числіть зна чен ня ви ра зу cos35°cos25° – sin35°sin25°.
Р о з в ’ я з а н  н я. cos35°cos25° – sin35°sin25° = cos(35° + 25°) =

= cos60° = .

581. Які ви ра зи ма ють бу ти в по рожніх клітин ках таб лиці?

α + β α + x α – x c + 1 c – 2

sin

cos

tg
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582. Спростіть ви раз:
а) sіnα соsβ + соsα sіnβ; б) sіnα соsβ – соsα sіnβ;
в) соsα соs2 – sіnα sіn2; г) соsхсоsy + sіnxsіny.

Спростіть ви раз (583, 584).
583. а) sіnα соsх + соsα sіnх; б) соsβ sіnα – соsα sіnβ;

в) sіnα sіnβ – соsα соsβ; г) sіnα sіn + соsα соs .

584. а) sіn(α + β) – sіnα соsβ; б) sіnα sіnβ + соs(α + β).
в) sіn(α + β) – sіn(α – β); г) соs(α – β) + соs(α + β).

Об числіть зна чен ня ви ра зу (585–587).

585. a) cos57°cos27° + sin57° sin27°;    
б) sin11°соs19° + cos11°sin19°;
в) cos51°sin21° – cos21°sin51°;    
г) sin12°cos18° + cos12°sin18°.                          

586. a) cos58°cos32° – sin58°sin32°;     
б) sin65°соs55° + cos65°sin55°;
в) sin64°sin19° + cos64°cos19°;     
г) cos10°cos20° – sin20°sin10°.  

587. a) (tg36° + tg24°) : (1 – tg36°tg24°);
б) (tg70° – tg40°) : (1 + tg70°tg40°).

До ведіть то тожність (588–590). 
588. а) sіn(α + β) + sіn(α – β) = 2sіnα cosβ;

б) cos(α – β) – cos(α + β) = 2sіnα cosβ. 

589.

590. а) 

б) 

591. Об числіть зна чен ня соs75°, tg75°, ctg75°.
Об числіть зна чен ня ви ра зу (592–596).

592. а) sіn15°; б) соs15°;        в) tg15°; г) ctg15°.
593. а) sіn105°;       б) соs105°;      в) tg105°;        г) ctg105°.

À
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594.

595.

596. a) sin15°cos15° – 0,25; б) 

Спростіть ви раз (597–600).

597.

598.

599.

600.

До ведіть то тожність (601, 602).

601.

602.

603. Знайдіть tg(α + β) і tg(α – β), як що tgα = , tgβ = .

 

 

 
 

 

 

Á
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604. Зна ю чи, що sinα = і соsβ = , при чо му 0 < α < , 

0 < β < , об числіть зна чен ня: 

а) sіn(α + β);      б) соs(α + β);      в) соs(α – β).
605. До ведіть то тожність:

606. До ведіть, що для будь?яких кутів α, β, γ три кут ни ка 
sinγ = sіnα соsβ + соsα sіnβ.

607. З двох міст, відстань між яки ми 500 км, виїха ли на -
зустріч один од но му ав то мобіль і мо то цикл, які зустріли ся че -
рез 5 год. Швидкість ру ху ав то мобіля у 3 ра зи біль ша, ніж
швидкість ру ху мо то цик ла. Яка швидкість ру ху ав то мобіля і
яка мо то цик ла?

608. Розв’яжіть нерівність: 
а) (x + 3)(x – 2) > 0; б) (2х – 1)(х – 5) � 0. 

609. Порівняй те:
а) 5,73 і 5,43; б) 1,66 і 1,86;
в) (–4,1)3 і (–4,2)3; г) (–5,3)6 і (–4,2)6.

Як що у фор му лах до да ван ня:
sіn(α + β) = sіnα cosβ + cosα sіnβ,
cos(α + β) = cosα cosβ – sіnα sіnβ,

замість змінної β підста ви ти α, діста не мо то тож ності: 
sіn2 2sіn cos ,

cos2 cos 2 – sіn2 ,

tg2

Це – фор му ли подвійно го ар гу мен ту. Во ни пра вильні при
будь?яких зна чен нях α (ос тан ня – за умо ви, що tgα і tg2α існу -
ють. Фор му ли подвійно го ар гу мен ту час то ви ко рис то ву ють для
пе рет во рень три гономет рич них ви разів. Нап рик лад:

  

§ 17. Наслідки із формул додавання
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1) соs2α + 2 sіn2 α = соs2 α – sіn2 α + 2 sіn2 α = соs2 α + sіn2 α = 1;

2) (1 – tg2 α) ⋅ tg2α = (1 – tg2 α) ⋅

Зверніть ува гу на ви ра зи 1 + соs2α і  1 – соs2α. 
1 + соs2α = 1 + соs2α – sіn2α = 2соs2α,
1 – соs2α = 1 – (соs2α – sіn2α) = 2sіn2α.

От же,
sіn2 (1 – соs2 ),  соs2 (1 + соs2 ).

Ці то тож ності на зи ва ють фор му ла ми по ни жен ня сте пе ня.

Замінив ши в них α на , діста не мо фор му ли по ло вин но го ар гу 1

мен ту:

Для прик ла ду об чис ли мо tg15°. Оскіль ки tg15° > 0, то 

tg15° =

От же, tg15° =

За у ва жен ня. Іноді ар гу мент α доціль но розг ля да ти як по двій ?

ний віднос но ар гу мен ту або по ло вин ний віднос но 2α. На -
прик лад,

sіnα = 2sіn соs ,  соsα = соs2 – sіn2 ,

sіn4α = 2sin2α соs2α.
Пра вильні і такі фор му ли:

Усі ці то тож ності на зи ва ють фор му ла ми пе рет во рен ня су ми
три го номет рич них функцій у до бу ток (різни цю вва жа ють ок -
ре мим ви дом су ми). Дві ос танні фор му ли пра вильні тіль ки за
умо ви, що tgα і tgβ існу ють.
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До ве де мо фор му лу   

При пус ти мо, що α = х + у і  β = х – у. Тоді sin α + sin β =
= sin (х + у) + sin (х – у) = sin х соs у + соs х sіn у + sіn х соs у – 
– соsх sinу = 2sіnх соsу.

З рівнос тей α = х + у і  β = х – у зна хо ди мо, що

То му

Цю то тожність  на зи ва ють фор му лою су ми си нусів двох ар гу -
ментів.

Інші з на ве де них ви ще шес ти фор мул мож на до вес ти про сті -
ше, нап рик лад так:

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ

1. Сфор му люй те фор му ли до да ван ня.
2. Як мож на от ри ма ти фор му ли подвійних ар гу ментів?
3. До ведіть фор му ли по ни жен ня сте пе ня.
4. Які фор му ли на зи ва ють фор му ла ми по ло вин них ар гу ментів?
5. Сфор му люй те і до ведіть фор му лу су ми си нусів двох ар гу ментів.

1. Спростіть ви раз:

Р о з в ’ я з а н  н я. 
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2. До ведіть то тожність

Р о з в ’ я з а н  н я. Пе рет во ри мо пра ву час ти ну то тожності за
фор му лою су ми ко си нусів:

От же, рівність пра виль на при будь?яких зна чен нях α і β. 
3. За пишіть у виг ляді до бут ку ви раз 1 – 2 соsα.

Р о з в ’ я з а н  н я. 1 – 2 соsα =

Відповідь. 

4. Знайдіть най мен ший невід’ємний корінь рівнян ня
cоs4 х – 1 = sin4 х.

Р о з в ’ я з а н  н я. Да не рівнян ня рівно силь не рівнян ню 

cоs4 х – sin4 х = 1, або (соs2 х + sіn2 х)(соs2 х – sіn2 х) = 1, звідси
соs2х = 1, 2х = 0, х = 0.

Спростіть ви раз (610–612).
610. а) 2sinαсоsα; б) sinхсоsх;

в) 4соsβsinβ; г) 4sinαсоsαсоs2α.
611. а) соs2α – sіn2α; б) sin2х – соs2х;

в) соs2 – sіn2 ; г) соs22α – sіn22α.

612.

613. Об числіть зна чен ня ви ра зу: 

а) 2sіn15°соs15°;      б) соs2 – sіn2 ;       в) sіn соs ;

À
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г) 1 – 2sіn215°;       ґ) 2соs2 – 1;      д) 

Спростіть ви раз (614–617).
614. а) 2sіn2α + соs2α; б) 2соs2α – соs2α;

в) sіn2х – (sіnх + соsх)2; г) соs2β (1 – tg2β).

615.

616.

617.

в) (1– tg2α)tg2α; г) (1– tg2α) : 2tgα.
До ведіть то тожність (618–620).
618. а) cos2х + sin2х = cos2х;

б) соs4х – sin4х = cos2х;
в) (sinα + соsα)2 = 1 + sin2α;   

г) 

619.

620. а) 2sin2 + соsα = 1;

б) 2соs2α – соs2α = 1;
в) (1 + ctg2α)sin2α = 2 ctgα;      
г) (tgα + ctgα)соs2 α = ctgα – tgα.    

621. Спростіть ви раз:
а) sіn50° + sіn10°; б) соs50° + соs10°;
в) sіn50° – sіn10°; г) соs50° – соs10°.
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За пишіть у виг ляді до бут ку ви раз (622–625).
622. а) sіn5α + sіnα; б) sіn5β – sіnβ;

в) соsx – соs3x; г) соsγ + соs7γ.

623. а) sіn + sin ; б) cos + cos ;

в) соsα + соs ; г) sin – sinα. 

624. а) tg2β + tgβ; б) tg3x – tgx;

в) tg(α + β) + tg(α – β); г) tg + tgα.

625. а) cosα + sіnα; б) sіn3α – cos2α;

в) sin – sin ; г) соs2α – соs2β.

Спростіть ви раз (626, 627).
626. а) cos(60° + α) + cos(60° – α);  

б) sin(60° + х) + sin(60° – х).

627.

До ведіть то тожність (628–631).

628.

629.

630.

631. а) ctgα – tgα = 2ctg2α;   б) sin2α – tgα = соs2αtgα.
За пишіть у виг ляді до бут ку ви раз (632, 633).

632. а) 0,5 + sinα;         б) 0,5 – sinx;        в) 

г) ґ) д) 
633. а) cosx + cos2x + cos5x;            

б) sinα + sin2α + sin3α;
в) sinα + sin2α + sin3α + sin4α;  
г) cos2x – cos4x – cos6x + cos8x.

634. До ведіть то тожність:

а) sinα sinβ = (cos(α – β) – cos(α + β));

Á

§ 17НАСЛІДКИ ІЗ ФОРМУЛ ДОДАВАННЯ

135



б) sinα cosβ = (sin(α + β) + sin(α – β)).

635. До ведіть, що:

а) sіn35° sіn55° = соs20°;    б) cos65° cos25° = соs40°;

636. Да но: sinα = 0,8;  90° < α < 180°. Знайдіть sin2α і cos2α.

637. Да но: 270° < α < 360°. Знайдіть sin2α і cos2α.

638. Об числіть зна чен ня sin2α, cos2α, tg2α, як що tgα = 0,4.
До ведіть то тожність (639–642).
639. а) (cos2α + cos6α) tg4α = sin2α + sin6α;

б) (cosα + cos5α) tg3α = sinα + sin5α.

640.

641. а) sin2α – tgα = cos2αtgα;      
б) sin2α – ctgα = –cos2αctgα;

в) ;

г) tg(α + 45°) + tg(α – 45°) = 2tg2α.

642. а) 2sin(45° + α)sin(45° – α) = cos2α;   

б) 

643. До ведіть то тож ності Л. Ей ле ра:
а) sin(30° + z) = cosz – sin(30° – z);
б) cos(30° + z) = cos(30° – z) – sinz.

644. По кажіть, що всі три го но мет ричні функції ку та α мож ?

на представи ти раціональ ни ми ви ра за ми че рез tg .

645. Да но: Знайдіть sinα, cosα, ctgα.

646. Да но: Знайдіть sin2α, cos2α, tg2α.

647. sin3α, cos3α і tg3α ви разіть відповідно че рез sinα, cosα і
tgα.

 

Ðîçäië 2

136



648. Знайдіть мо ду, медіану і се реднє зна чен ня вибірки:
а) 2, 2, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 7, 7, 7, 7, 8;
б) 12, 17, 11, 16, 13, 14, 15, 12, 15, 16, 11, 13, 13.

649. Пта хо фер ма збіль ши ла ви пуск про дукції за пер ший
рік на 10 %, а за дру гий – на 20 %. Як зріс ви пуск про дукції на
пта хо фермі за ці два ро ки?

650. Розк ладіть мно гоч лен на множ ни ки:
а) х2 + 5х + 4;   б) х2 + 5х + 6;  в) х2 – 8х + 15;  г) х2 – х – 6.

Рівнян ня на зи ва ють три го но мет рич ним, як що йо го невідо -
мі вхо дять під зна ки три го но мет рич них функцій. Прик ла ди
три го но мет рич них рівнянь:

За  да  ча. Сто ро ни три кут ни ка дорівню ють 15 см і 8 см. Знай -
діть кут між ни ми, як що пло ща три кут ни ка 30 см2.

Р о з в ’ я з а н  н я. Пло щу S три кут -
ни ка мож на виз начи ти за фор му лою

де а, b – йо го сто ро ни, а

α – кут між ни ми. Як що шу ка ний кут
да но го три кут ни ка містить х гра дусів,

то 30 = ⋅ 15 ⋅ 8 ⋅ sіnх, звідси sinx = .

Отрима ли три го но мет рич не рів -
няння. Розв’яже мо йо го. Си нус ку та
дорівнює 0,5, ко ли кут має 30° або
150° (мал. 92).

Три кут ни ки з та ки ми ку та ми існу ють.
Відповідь. 30° або 150°. 
У розг ля ну то му ви пад ку ку ти не мо жуть бу ти від’ємни ми

або більшими за 180°. 
А вза галі рівнян ня sinx = має безліч розв’язків: 30° + 360° ⋅ n

і 150° + 360° ⋅ n, де n ∈ Z.
Розв’язу ю чи три го но мет рич не рівнян ня, най частіше зна хо -

дять усю мно жи ну йо го розв’язків. I ви ра жа ють їх здебіль шо го
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не в гра ду сах, а в абстра кт них чис лах. Нап рик лад, мно жи ну

розв’язків рівнян ня sinx = записують так: 

де k ∈ Z.

Те, що рівнян ня sinx = має безліч розв’язків, вид но з йо го 

графічно го розв’язан ня: графіки функцій у = sіnх і у = ма ють
безліч спіль них то чок (мал. 93).
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Прик ла  ди. Розв’яжіть рівнян ня: 

а) 2соsх – = 0;      б) соsх = 0,6.

Р о з в ’ я з а н  н я. а) Пе рет во ри мо да не рівнян ня: 

Ко си нус х дорівнює ко ли х = або х = – .

Об’єдну ю чи дві знай дені рівності і вра хо ву ю чи періо дич ність
функції ко си нус, мо же мо за пи са ти відповідь:

± + 2kπ, k ∈ Z.

б) Рівнян ня cоs х = 0,6 мож на розв’яза ти за до по мо гою каль -
ку  ля то ра:

0,6 ≈ 0,927.
От же, маємо мно жи ну наб ли же них розв’язків:

x ≈ ± 0,927 + 2πn, n ∈ Z.
А як знай ти мно жи ну точ них розв’язків та ко го рівнян ня? 
Не хай |а| � 1. Арк ко си ну сом чис ла а на зи ва ють кут або чис -

ло з проміжку [0; π], ко си нус яко го дорівнює а. Нап рик лад,

аrссоs1 = 0,  аrссоs0,5 = ,  аrссоs0 = ,  аrссоs(–1) = π.

Мно жи ну розв’язків рівнян ня cоs х = 0,6 мож на за пи са ти
так:

х = ± аrссоs0,6 + 2πn, n ∈ Z.

cosarcF



Уза галі рівнян ня cоs х = a при |а| >1 розв’язків не має, а при
|а| � 1 мно жи на йо го розв’язків

х = ± аrссоsa + 2πn, n ∈ Z.
Подібно до арк ко си ну са оз на ча ють арк си нус і арк тан генс. 
Не хай |а| � 1. Арк си ну сом чис ла а на зи ва ють кут або чис ло

з проміжку , си нус яко го дорівнює а. Нап рик лад, 

arсsin1 = ,  arсsin = ,  arсsin0 = 0,  arсsin(–1) = – .

Рівнян ня sinх = 0,5 має розв’яз ки х = і  х = π – (мал. 94).

Оскіль ки функція sinх періодич на з най мен шим до дат ним пе? 

ріодом 2π, то да не рівнян ня має дві серії розв’язків: х = + 2nπ 

і х = + 2nπ, n ∈ Z.

Розв’яже мо ще рівнян ня sin х = –0,4. Два йо го розв’яз ки: 
х = аrсsіn(–0,4) і х = π – аrсsіn(–0,4) (мал. 95). Усі розв’яз ки:

х1 = аrсsіn(–0,4) + 2πn і
х2 = π – аrсsіn(–0,4) + 2πn, n ∈ Z.
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π – аrсsіn(–0,4) –аrсsіn(–0,4)

Уза галі рівнян ня sinх = а не має розв’язків, як що |а| > 1; як -
що |а| � 1, то мно жи на йо го розв’язків скла даєть ся з двох серій:

х1 = аrсsіna + 2πn і
х2 = π – аrсsіna + 2πn, n ∈ Z.

За у ва жен ня. Дві ос танні фор му ли мож на об’єдна ти в од ну:

х1 = аrсsіna + π ⋅ 2n,  х2 = –аrсsіna + π (2n + 1).
От же, ко ли множ ник при π пар ний чи не пар ний, то аrсsіna

бе реть ся відповідно з плю сом чи міну сом. Ці ви пад ки об’єднує
рівність х = (–1)n аrсsіna + πn, n ∈ Z.

Та ка за галь на фор му ла розв’язків рівнян ня sin х = а, як що
|а| � 1.



Рівнян ня sin х = а і cos х = а, як що а дорівнює 0, 1 або –1,
мож на розв’язу ва ти і за за галь ни ми фор му ла ми, але зручніше –
уяв ля ю чи оди нич не ко ло (мал. 96). Нап риклад, рівнян ня

sinх = 1 має мно жи ну розв’язків х = + 2πn;

sinх = 0 має мно жи ну розв’язків х = πn;
cosх = –1 має мно жи ну розв’язків х = π + 2πn;

cosх = 0 має мно жи ну розв’язків х = + πn.

Тут і далі в подібних рівнос тях n – довіль не ціле чис ло.
Рівнян ня tgх = а має розв’яз ки при будь?яко му дійсно му а.

Один йо го розв’язок х = arctgа, де arctgα – кут або чис ло з про? 

між ку тан генс яко го дорівнює а. Оскіль ки функція tgх

періодич на з най мен шим до датним періодом π, то мно жи на всіх
розв’язків да но го рівнян ня х = аrсtga + πn, n ∈ Z.

Фор му ли розв’язків найп ростіших три го но мет рич них рів нянь
да но в таб лиці.

Рівнян ня ctgх = а при а = 0 має мно жи ну розв’язків х = + πn.

У всіх інших ви пад ках во но рівно силь не рівнян ню tgх = .

Рівнян ня Фор му ла розв’язків

|а| � 1
sinх = а,

|а| > 1

х = (–1)k аrсsinа + kπ, k ∈ Z

розв’язків не має

|а| � 1
cosх = а,

|а| > 1

х = ± аrсcosа + 2kπ, k ∈ Z

розв’язків не має

tgх = а x = аrсtgа + kπ, k ∈ Z
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а) б) в) г)

sinх = 1 sinх = 0 cosх = 0cosх = –1



Розв’язу ю чи складніші три го но мет ричні рівнян ня, зводять
їх до простіших, як це заз ви чай роб лять при розв’язуванні
алгеб раїчних рівнянь. Де які три го но мет ричні рівнян ня зво -
дять до квад рат них.

Прик лад. Розв’яжіть рівнян ня 2соs2х + 3соsх – 2 = 0.
Р о з в ’ я з а н  н я. Не хай соs х = у. Рівнян ня 2у2 + 3у – 2 = 0

має два ко рені: у = –2 і у = 0,5. Зна чен ня ко си ну са не мо же до рів?

ню ва ти –2. От же, соsх = 0,5, звідси х = ± + 2πn.

Відповідь. х = ± + 2πn, де n ∈ Z.

А як розв’яза ти, нап рик лад, нерів ?

ність sinx > ?

По ди ви мося на оди нич не ко ло
(мал. 97). Усі йо го точ ки, ор ди на ти

яких більші від , ле жать на виділеній 

дузі АА1. Точ ка А відповідає ку ту або

чис лу , а точ ка А1 – ку ту або чис лу .

От же, на проміжку [0; 2π] нерівність 

sin x > за до воль няє кож не з чи сел проміжку Про те 

це не вся мно жи на розв’язків. Оскіль ки при кож но му зна ченні
х і ціло му n sin(x + 2πn) = sinx, то да ну нерівність за до воль ня -
ють усі чис ла безлічі проміжків:

Відповідь прий ня то за пи су ва ти так: де 
n ∈ Z.

Да ну нерівність sinx > мож на розв’яза ти і графічно. Для

ць о го тре ба по бу дувати в одній сис темі ко ор ди нат графіки функ? 

цій y = sinx і (мал. 98). Ті зна чен ня х, при яких зна чен ня 

sin x більші за , ут во рю ють безліч проміжків. Во ни і скла да ють

відповідь.
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Нерівності sinx > 1, sinx < –1, cosx > 1, cosx < –1 роз в’яз ків
не ма ють. Чо му?

Кож ну з нерівнос тей sin x � –1,
sinx � 1, cosx � –1, cosx � 1 за до воль -
няє будь?яке дійсне чис ло і будь?який
кут. Чо му? 

Нерівності tg x � a і tg x � a ма ють
розв’яз ки при будь?яких а.

Для прик ла ду розв’яже мо нерів -
ність tgx � 1.

Оскіль ки на проміжку тан?

генс зрос тає і дорівнює 1 при х = то 

на ць о му проміжку нерівність має мно жи ну розв’язків 

(мал. 99). А оскіль ки tg(x + πn) = tgx для кож но го зна чен ня х з
об ласті виз на чен ня і будь?яко го ціло го n, то за галь ною мно жи ною

розв’язків да ної нерівності є де n ∈ Z.

Спро буй те розв’яза ти нерівність tgx � 1 графічно.

ПЕРЕВІРТЕ  СЕБЕ
1. Які рівнян ня на зи ва ють три го но мет рич ни ми?
2. Скіль ки розв’язків має рівнян ня: sin х = 0, соs x = 2?
3. Що та ке арк си нус, арк ко си нус, арк тан генс?
4. За якою фор му лою розв’язу ють рівнян ня sin x = а?
5. Яку мно жи ну розв’язків має рівнян ня:

соs x = 1, соs x = 0, sin x = 1, sin x = 0?

1. Розв’яжіть рівнян ня: а) sin2x = –1;   б) соs3ϕ = –1.

Р о з в ’ я з а н  н я. а) 2x = – + 2πn,  x = – + πn, n ∈ Z.
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б) 3ϕ = π + 2πn = π(2n + 1), ϕ = π(2n + 1), n ∈ Z. 

2. Знайдіть ко рені рівнян ня:
a) 2sin2 x + 3cosx = 0;    б) sіn2x – 2sinxсоsx – соs2x = 0.
Р о з в ’ я з а н  н я. а) Оскіль ки sin2x = 1 – соs2x, то

2(1 – соs2x) + 3соsx = 0,
звідси

2соs2x – 3соsx – 2 = 0.
Розв’язу ю чи це квад рат не рівнян ня віднос но соs x, діста не -

мо два найп ростіших рівнян ня:
соsx = 2  i  соsx = – .

Оче вид но, рівнян ня соsx = 2 розв’язків не має. 

Розв’яз ка ми рівнян ня соsx = – є

x = ± аrcсоs(– ) + 2kπ = ± + 2kπ, де k ∈ Z.

б) Оскіль ки ко рені рівнян ня соsx = 0 не є ко ре ня ми да но го
рівнян ня (при соsx = 0  sіnx = ± ), то мож на вва жа ти, 
що соsх ≠ 0. То му обидві час ти ни да но го рівнян ня мож на по ді -
ли ти на соs2x. Діста не мо:

tg2x – 2tgx – = 0.

Це – квад рат не рівнян ня віднос но tgx. Йо го ко рені tgx1 = ,

звідси x1 = + πm і tgx2 = – , звідси x2 = – + πn.

Відповідь. а) x = ± + 2kπ, де k ∈ Z;  б) x1 = + πm, m ∈ Z, 

x2 = – + πn, де n ∈ Z.

3. Розв’яжіть нерівність sin3x > .

Р о з в ’ я з а н  н я. Поз на чи мо 3x = y. Тоді 

siny > , + 2πn < 3x < + 2πn, < x < 

Відповідь. де n ∈ Z.

Чи має розв’яз ки рівнян ня (651–653)? 
651. а) sіnx = 1,5;    б) соsx = 1;    в) tgx = 3,5;    г) сtgx = 0,5. 
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652. а) sіnx = 0,5;       б) соsx = 2,5;   в) tgx = 0;    г) сtgx = 5,5. 
653. а) sіnx = –0,05;  б) соsx = 0,3;  в) tgx = –3,5;  г) сtgx = 1.
Розв’яжіть рівнян ня (654–657).
654. а) sіnx = 1; б) соsx = –1; в) tgx = 0; г) сtgx = 1. 
655. а) sіnx = 0,5; б) соsx = 0; в) tgx = 1; г) сtgx = 0. 
656. а) sіnx = –1; б) соsx = 1; в) tgx = ; г) сtgx = .
657. а) 2 sіnx = 1; б) 2 соsx = 1; в) 3tgx = ; г) сtg2x = 1.

Розв’яжіть рівнян ня (658–660).
658. а) соsx = 0,5;   б) соsx = 1;   в) sіnx = –0,5;     г) sіnx = –1.     
659. а) 2sіnx = ;  б) 2соsx = ;   в) tgx = 1;   г) tgx = .  
660. а) 2соsx + = 0;    б) 2sіnx + = 0.
661. Укажіть абс ци си то чок пе ре ти ну графіків функцій 

у = соsx і  y = 0,5. 
662. Укажіть ко ор ди на ти то чок пе ре ти ну графіків функцій

у = tgx і  y = –1.
Розв’яжіть рівнян ня (663–670).
663. а) sin2x = 3; б) соs2x = 2.
664. а) sin2x + sinx = 0; б) соsx – соs2x = 0.
665. а) 2sinx + sin2x = 0; б) соs2x + sin2x = 0.

666. а) sin ⋅ cos = 0,25; б) соs ⋅ sin = –1.

667. а) соsx – соs2x = sin2x; б) sinx – sin2x = соs2x.

668. а) соs2 – sin2 = 0; б) 2соs – = 0.

669. а) соs = 1; б) sin = 0.

670. а) tg2x = ; б) tg – 1 = 0.

671. Знайдіть ку ти па ра ле лог ра ма, як що дов жи ни йо го сто-
рін дорівню ють 4 дм і 5 дм, а пло ща 10 дм2.

672. Знайдіть ку ти ром ба, як що йо го пло ща дорівнює 18 дм2,
а пе ри метр 24 дм.

Розв’яжіть рівнян ня (673–689).
673. а) cosx = 0,43; б) sinx = 0,8; в) tgz = –2,5.

674. а) 2cos = ; б) 3tg = ; в) = 1.

675. а) соs = 1; б) sin ; в) .

À

Á
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676. а) cos( – 2) = 0;    б) sin ;    в) tg2(ϕ – 1) = 0.

677. а) б) 2cos2(ϕ – π) = 1; в) tg2(x – 2) = 1. 

678. а) sinx + cosx = –0,5; б) sin2x – cos2x = 1.
679. а) 2sin2x – sinx = 0; б) cos2x – 2cosx = 0.
680. а) sin2t + 2sint = 3; б) cos2ϕ + 2 = 3cosϕ.
681. а) 2sin2x – cosx = 1; б) 2cos2α – 2sin2α = 1.
682. а) sinx – tgx = 0; б) cosy – cos2y = 0.

683. а) sin + cosx = 1; б) cos2t – sint = 0.

684. а) cos2x = 2 sin2x; б) 2tgϕ + 3ctgϕ = 5.
685. а) tg2x + tgx = 0; б) tg2х – tgх = 0.
686. а) sin6x – sin4x = 0; б) cos4х + cosх = 0.
687. а) cosx + cos3x = cos2x; б) sin3х + sinх = sin2х.
688. а) cosx + cos2x + cos3x = 0;  

б) sinх + sin2х + sin3х = 0.
689. а) sinx + cos2x + cosxsin2x = 1;

б) sin3xcosx + cos3xsinx = 1.
Знайдіть ко рені рівнян ня (690–692).
690*. а) sin2х – 2sinхcosх = 8cos2х;

б) 3 cos2х = 2sin2х – sin2х;
в) 2sin2х – 4sinхcosх + 1 = 0;
г) 5sin2х + 3cos2х = 4sin2х.

691*. а) 5sin2х – 12cos2х = 13;   б) 4sin2х + 5cos2х = 6;
в) 5sinх – 12cosх = 13;         г) sinх + 2cosх = .

692*.

Розв’яжіть нерівність (693–696).

693. а) б) cosх � 0,5; в) tgх < .

694. а) cosх < – ; б) sinх < ; в) tgх � 

695. а) sinх < 1; б) cosх > –1; в) tgх > 1.

696. а) 2cosх < 1; б) 2sinх > –  ; в) tgх < 1.
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697. Спростіть ви раз:

в) ; г) .

698. Чи мож на ввімкну ти в ко ло при лад з опо ром 38 ± 0,5 Ом,
щоб при нап рузі 215 ± 15 В си ла стру му не пе ре ви щу ва ла 6,5 А?

699. Які зна чен ня х до пус тимі для дро бу:

700. Маємо 10 торбинок з мо не та ми, у дев’яти з них справ жні
мо не ти ва гою 10 г кож на, а в од но му фаль шиві мо не ти ва гою 9 г
кож на. Є ва ги, що по ка зу ють за галь ну ва гу мо нет. Як за до по мо -
гою од но го зва жу ван ня знай ти мішок із фаль ши ви ми мо не та ми?
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Гра дус на 
міра ку та 0° 30° 90°

Радіан на 
міра ку та

Варіант  1
1. За повніть таб ли цю.

2. Спростіть ви раз: 
а) (1 – sin2α)(1 + tg2 α);  б) sin6x – sin4x.

3. Об числіть sinх, tgх, ctgх, як що соsх = ,  < х < π.

4. По бу дуй те графік функції у = соsх. Ус та новіть за до помо?

гою графіка, скіль ки ко ренів має рівнян ня соsx = на проміжку

? А на проміжку ?



2. Спростіть ви раз: 
а) (1 – cos2 α)(1 + ctg2 α);  б) cos3x + cosx.

3. Об числіть cosx, tgx, ctgx, як що sinx = ,  < x < 2π.

4. По бу дуй те графік функції у = sinx. Ус та новіть за до помо? 

гою графіка, скіль ки ко ренів має рівнян ня sinx = на про між -
ку [–π; π]? А на проміжку [–π; 2π]?

Термін «три го но мет ричні функції» впер ше з’явив ся тіль ки
нап рикінці XVIII ст. Але са ме по нят тя під інши ми наз ва ми бу ло
відо ме на ба га то раніше. Давнь ог рець кий ма те ма тик і аст ро ном
Гіппарх ще в II ст. до н. е. склав таб лиці, за до по могою яких
виз на чив відстань від Землі до Міся ця, розв’язав ба га то інших
подібних за дач. Такі за дачі розв’язу ва ли та кож Ме не лай (І–II ст.),
К. Пто ле мей (II ст.) та інші вчені. Щоп рав да, в ті да лекі ча си
во ни ко рис ту ва ли ся не таб ли ця ми си нусів, а до сить схо жи ми
на них таб ли ця ми хорд, у яких кожній мірі цент раль но го ку та α
при пев но му радіусі ко ла ста ви лась у відповідність дов жи на
хор ди (мал. 100, а).

Те о ре ми до да ван ня (для хорд) бу ли відомі ще К. Пто ле мею,
ви користо ву вав він і співвідно шен ня, що відповідає су часній

то тож ності 
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Гра дус на 
міра ку та

45° 120°

Радіан на 
міра ку та 0 2π

Варіант  2
1. За повніть таб ли цю.

Мал. 100

а) б)



Індійсь кий уче ний Аріаб ха та в VI ст. пер ший пе рей шов від
хорд до си нусів. Він мірі ку та α ста вив у відповідність дов жи ну
по ло ви ни хор ди АВ (мал. 100, б), на зи ва ю чи її сло вом «ард хад -
жи ва» (по ло ви на тя ти ви лу ка). Зго дом цю наз ву ско ро ти ли до
«джи ва», а пе рек ла да ю чи спо чат ку арабсь кою, потім ла тинсь -
кою мо вою, в Європі її заміни ли на «си нус» (лат. sinus – ви гин,
кри виз на).

Сло во «ко си нус» ви ник ло в ре зуль таті ско ро чен ня ла тинсь ко -
го соmрlеmеntі sin us – до пов няль ний си нус. В Європі по нят тя
тан ген са з’яви ло ся тіль ки в XVI ст. Наз ва по хо дить від ла -
тинсь ко го tangens – той, що до ти каєть ся, оскіль ки лінія тан -
генсів до тич на до ко ла.

Тригонометрія створювалася в працях математиків
Близького і Середнього Сходу IX–XIII ст. Найбільш ранніми
були трактати видатних учених Мухаммеда ібн Муси аль-
Хорезмі і Ахмада ібн Абдаллаха аль-Марвазі, які довгий час
працювали в Будинку мудрості в Багдаді.

Виходець із Узбекистану (м. Хорезмі) Мухаммед аль-
Хорезмі (IX ст.) уперше склав таблиці синусів. 

Виходець із Туркмени стану (м. Мерв) Ахмад аль-Марвазі
(764–874) увів поняття тангенса і котангенса (для прямокут-
них трикутників) і склав таблиці цих функцій. За надзвичайні
здібності до обчислень його називали Хабаш аль-Хасиб (обчис-
лювач).

Удосконалив обчислювальні прийоми для тригонометрії і
астрономії іранський математик, виходець із Хорасану Мо -
хаммед бен Мохаммед Абу?л?Ва фа (940–998). Він склав точні-
ші від попередників таблиці синусів і тангенсів, довів теорему 

синусів, а також вивів фор му лу sin α = 2sin соs . Фор му ли

тан ген са подвійно го ку та ви ве ли кіль ка євро пейсь ких ма те ма -
тиків ХVII ст.

Особ ли ве місце в історії роз вит ку три го но метрії зай має твір
се реднь о азійсь ко го вче но го Абу Рай ха на Аль?Біруні (973–
1048) «Ка нон Мас’уда». У третій книзі ць о го тво ру три го но -
метрія впер ше вик ла де на як са мостійна на у ка. Біруні не ли ше
уза галь  нив ре зуль та ти, от ри мані по пе ред ни ка ми, а й суттєво
до пов нив їх та вик лав у виг ляді струн кої те орії. Важ ли ве зна -
чен ня для по даль шо го роз вит ку три го но метрії ма ло но вов ве -
ден ня, зроб ле не Біруні: він зап ро по ну вав розг ля да ти три го но -
метрію на оди нич но му колі. У ць о му ви пад ку всі об чис лен ня
знач но спро щу ють ся.

Крім си ну са, ко си ну са, тан ген са і ко тан ген са, раніше роз?

г ля да ли та кож се канс, ко се канс і си нус?вер зус 
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АБУ РАЙХАН АЛЬ-БІРУНІ

(973–1048)

Вчений енциклопедист. Один з найвидатні -
ших мислителей середньовіччя. Народився в
м. Хорезмі. Писав арабською мовою. Працю -
вав у галузі математики, хронології, географії,
геології, геодезії, астрономії, фізики, ботаніки,
мінералогії, етнографії, історії. У математиці
займався питаннями арифметики, алгебри,
геометрії, тригонометрії, теорії чисел, при -
кладними задачами.

РЕГІОМОН ТАН

(1436–1476)

Німець кий ма те ма тик і аст ро ном (справжнє
ім’я – Йо ганн Мюл лер). 1461 р. на пи сав пра цю
«П’ять книг про три кут ни ки всіх видів», яка за -
по чат ку ва ла три го но метрію як са мостійну на у -
ку. У ній си нус, ко си нус і тан генс розг ля да ли ся
тіль ки у зв’яз ку з розв’язу ван ням три кут ників,
су час них сим волічних поз на чень не бу ло.
Склав се миз начні таб лиці си нусів і тан ген сів.
Брав участь у вдос ко на ленні ка лен да ря. 

Те пер ви користо ву ва ти ці

функції не прий ня то.
Зго дом знач но го по ши рен ня на бу ла книж ка М. Ко пер ни ка

(1473–1543) «На у ка про розв’язу ван ня три кутників». Ко рис -
ту ю чись нею, в XVI–XVIII ст. вив ча ли три го нометрію й у шко -
лах Га ли чи ни.

Про періодичність си ну са і ко си ну са знав і Ф. Вієт.
Термін «три го но метрія» з’явив ся впер ше в кінці XVI ст. і оз -

на чав «вимірю ван ня три кут ників». У ті ча си розв’язу ва ти три -
кут ни ки час то до во ди ло ся мо реп лав цям, ге о де зис там, аст ро  но -
мам, ге ог ра фам та ба гать ом іншим фахівцям.

Пер ший графік функції си нус по бу ду вав Д. Валліс для двох
обертів, за у ва жив ши, що та ких обертів мо же бу ти ба га то. Він
бу ду вав та кож графік се кан са, але неп ра виль но. Перші гра -
фіки функцій ко си нус і тан генс для кутів пер шої чверті бу ду -
вав англійсь кий ма те ма тик І. Бар роу (1630–1677), учитель
І. Нь ю то на.
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Ма те ма тичні сим во ли вхо ди ли пос ту по во, різні в різних ав то?

рів. Нап рик лад, те перішню рівність sinα = ан глій сь -
кий ма те ма тик Д. Валліс (1616–1703) за пи су вав так: S = V : 1 – ∑2.
До речі, він пер ший розібрав ся в зна ках си ну са в усіх чо тирь ох
чвер тях.

Для роз вит ку три го но метрії ба га то зро бив Л. Ей лер (1734–
1800). До нь о го під си ну сом, ко си ну сом і т. ін. ро зуміли не
абстрактні чис ла, а дов жи ни відрізків і пов’язу ва ли їх тіль ки

ВІЄТ  ФРАН СУА

(1540–1603)

Фран цузь кий ма те ма тик, «бать ко ал гебри»
(за освітою юрист). Поз на чав літе ра ми не
тіль ки невідомі, а й ко ефіцієнти рівнянь, роз -
ро бив ос но ви те орії ал геб раїчних рівнянь.
Довів важ ливі три го но мет ричні фор му ли,
зо к ре ма такі, що да ють мож ливість роз -
клада ти sin nx і соs nx за сте пе ня ми sin x і
соs x. Розглянув усі випадки розв’язу ван ня
три кут ників за трь о ма да ни ми еле мен та ми. У
книзі «Ма те ма тич ний ка нон» (1579) дав таб -

лиці зна чень функцій sin x, соs x, tg x, ctg x, sec x, cosec x.
Роз га дав сек рет ний шифр, яким ко рис тува ли ся іспанці, ве ду чи

війну з Францією. Був пер шим рад ни ком ко ро ля.

МИ КО ЛА АНДРІЙО ВИЧ ЧАЙ КОВСЬ КИЙ

(1887–1970)

Ук раїнсь кий ма те ма тикOпе да гог, один з твор -
ців ук раїнсь кої ма те ма тич ної терміно логії.
На ро див ся в м. Бе ре жа ни Тер нопільсь кої об -
ласті. На у кові досліджен ня сто су ють ся те орії
рівнянь, конічних пе рерізів та конг ру енцій.
Знач ний вне сок зро бив у спра ву ство рен ня
ук раїнсь кої ма те ма тич ної терміно логії та
впо ряд ку ван ня ук раїнсь кої ма те ма тич ної
бібліо г рафії. Зай мав ся по пу ля ри зацією ма -
те ма ти ки та її історії на сторінках ук раїнсь ких
жур налів. З 1913 р. дійсний член НТШ (На у -

ко во го то ва ри ст во імені Шев чен ка, яке довгі ро ки ви ко ну ва ло по -
чес ну роль Все ук раїнсь кої ака демії на ук). Автор шкільних під руч -
ників «Три го но метрія» (1921) та «Ал геб ра» (Т. 1, 1925 p., Т. 2,
1926 p.).
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з три кутни ка ми та ко лом. Радіус ко ла на зи ва ли пов ним си ну -
сом. Ей лер пер ший ввів поз на чен ня sinα і соsα, ро зуміючи під
ни ми відно шен ня дов жин відповідних відрізків, розг ля дав їх
при довіль них зна чен нях ку та α. Він пер ший вивів усі фор мули
зве ден ня.

У шко лах Ук раїни до 1960 р. три го но метрія бу ла ок ре мим
нав чаль ним пред ме том, по ряд з ал геб рою та ге о метрією. Ори гі -
нальні підруч ни ки над ру ку вав відо мий ук раїнсь кий ма те ма -
тик?ме то дист М.А. Чай ковсь кий. Пов ний курс «Три го но -
метрії» оп ра цю ва ли спіль но і над ру ку ва ли ук раїнсь кою мо вою
в 1951 р. Й.Б. Погребись кий (1906–1972) і П.Ф. Філь ча ков
(1916–1978).

Го лов не в розділі 2

≈ 57°18′.

Ос новні три го но мет ричні фор му ли:

sin2 α + cos2 α = 1,  

,   ,  tgα ⋅ ctgα = 1.

Фор му ли зве ден ня:

, , , 

sin(π + α) = –sinα,  cos(π + α) = –cosα,  tg(π + α) = tgα.

Пра ви ло зве ден ня: як що кут да ної три го но мет рич ної
функції відкла даєть ся від вер ти каль но го діамет ра, то її
заміню ють ко функцією, як що ж – від го ри зон таль но го діамет -
ра, то її наз ву не зміню ють. Знак став лять та кий, який має
зна чен ня да ної функції за умо ви, що кут α гост рий.

Фор му ли до да ван ня і наслідки з них
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Фор му ли перетворення три го но мет ричних функцій
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Три го но мет ричні функції та їхні графіки

y = sinx, D = R, E = [–1; 1], графік – си ну соїда (див. мал. 68); 

y = cos x, D = R, E = [–1; 1], си ну соїда, зміще на на (див.
мал. 70);

y = tgx, E = R, тан ген соїда (див. мал. 71);

y = ctgx, E = R.
y = Asin(ωt + ϕ) – гар монічне ко ли ван ня.
А – ампліту да; 
ω – ку то ва швид кість;  
ωt + ϕ – фа за ко ли ван ня; 
ϕ – по чат ко ва фа за.

Формули розв’язків три го но мет рич них рівнянь

Рівнян ня Фор му ла розв’язків

|а| � 1
sinх = а,

|а| > 1

х = (–1)k аrсsinа + kπ, k ∈ Z

розв’язків не має

|а| � 1
cosх = а,

|а| > 1

х = ± аrсcosа + 2kπ, k ∈ Z

розв’язків не має

tgх = а x = аrсtgа + kπ, k ∈ Z


